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Yor^wort. 



Bei wissenschaftlichen Forschungen pflegen spedeUe Unter- 
suchungen und allgemdne Ueberlegungen mit einander Hand 
in Hand zu gehen , indem jede specielle Untersuchung allge- 
meine Ueberlegungen erweckt, und umgekehrt jede allge- 
meine Ueberlegung zu neuen Specialuntersuchungen Veran- 
lassung giebt. Auch scheint diese alternirende Methode — 
ich mochte sagen: diese bald mikroskopische, bald makrosko- 
pische Betrachtung des Gegenstandes — eine durchaus noth- 
wendige zu sein. Denn wer nur mit speciellen Unter- 
sucbungen bescbaftigt ist, ohne zur rechten Zeit zu allge- 
meineren und h'oheren Gesichtspuncten sich zu erheben^ wird 
bald die erforderliche Orientirung verlieren, und dem Zufall 
preisgegeben seinj und wer umgekehrt das Specielle ver- 
schmaht und nur im AUgemeinen sich bewegen will^ wird 
bald die Mittel zum weiteren Fortschritt sich entschwinden 
sehen, und von uniibersteiglichen Schwierigkeiten zu er- 
zahlen haben. 

Nachdem ich lange Zeit mit speciellen Untersuchungen 

liber die Theorie des Newton'schen und Logarithmischen 

Potentials mich beschaftigt liatte*), erschien es mir noth- 
— ^- 

*) Die Resultate dieser Specialuntersuchungen oder wenigstena 
einen grossen Theil derselben habe ich publicirt in folgenden Schriften: 

I. Geometrische Methode, um das Potential der von einer Kugel 
auf inner e u/nd dussere Puncte ausgeiibten Wirktmg zu hestimmen; 1860. 
— Poggendorffs Annalen, Bd. 109, Seite 629. 

II. Mnfaches Gesetz fur die Vertheiltmg der Elektricitdt auf einem 
Ellipsoid; 1861. — Pogg. Anna!., Bd. 113, S. 506. 

III. TJeher die Integration der partiellen Differentialgleichimg: 

1861. — Crelle's Journal, Bd. 59, S. 335. 

IV. Losung des allgemeinen Problems Uber den stationaren Tempe- 
raturzustand einer homogenen Kugel, ohne HiUfe von Beihenentwick- 
lungen; 1861. — Halle, Verlag von Schmidt. 

V. Allgemeine Losu/ng des Problems Ober den stationaren Tempe- 



VI Vorwort. 

wendig, gewisse aUgemeine JBetrachtungen , zu denen ich 
hierbei gelangt war, einigermassen iibersichtlich zu ordnen, 
und so weit als moglich zu vervoUstandigen. In solcher 
Weise entstand das vorliegende Werk. 

Die 30 ersten Seiten geben eine kurze (meistentheils 
nur historisch gehaltene) Recapitulation der bePannten Satze 
von Laplace, Green und Gauss. Im Uebrigen qnthalt das 
Werk eine Reihe aufeinander folgender neuer Untersuchungen, 
liber welche die Einleitungen der einzelnen Capitel nahere 



rcntwrzustcmd eines homogenen Kdrpers, tvelcher von zwei nichtconcen- 
trischen Kugelfldchen begrenzt ist ; 1862. — Halle, Verlag von Schmidt. 

VI. ^ Ueher das Gleichgewicht der Wdrme und das der Elektridtdt 
in einem Kdrper, tvelcher von zwei nichtconcentrischen Kugelfldchen be- 
grenzt wird; 1862. — Crelle's Journal, Bd. 62, S. 36. 

VII. Ueber die JEntwieklung einer Function mit imagindrem Argu- 
ment nach den Kugelfunctionen erster und zweiter Art; 1862. — Halle, 
Verlag von Schmidt. 

VIII. Theorie der Elektricitdts- und Wdrme- Vertheilung in einem 
Binge; 1864. — Halle, Verlag des Waisenhauses. 

IX. Ueber die Theorie der Kugelfunctionen ; 1866. — Programm der 
Tiibinger Universitat. — Von Neuem abgedruckt in Schlomilch's Jour- 
nal, Bd. 12, S. 97. 

X. Theorie der Bessefschen Functionen, ein Analogon zur Theorie 
der Kugelfunctionen; 1867. — Leipzig, Verlag von Teubner. 

XI. Zur Theorie des Potentials; 1870. — Math. Annalen, Bd. 2, 
S. 514. — Diese kurze Notiz ist leider mit Fehlern behaftet. Man 
findet die ausfuhrlichere und zugleich correctere Behandlung der dort 
angegebenen Satze im 2. Capitel des' vorliegenden Werkes. 

XH. Notiz iiber die elliptischen und hyperelliptischen Integrale; 
1870. — Math. Annalen, Bd. 3, S. 611. 

Schliesslich mag es mir gestattet sein, der gekr5nten Preisschrift 
Wangerin's zu gedenken: Beduction der Potentiqlgleichung fur gewisse 
Botationskdrper auf eine gewohnliche Bifferentialgleichung; 1875; in 
den Abhandlungen der Fiirstlich Jablonowski'schen Gesellschaft zu 
Leipzig. — Diese Schrift handelt iiber Rotationskdrper, deren Meridian- 
curve durch eine Lemniscate oder Cassini^sche Curve, oder durch eine 
noch allgemeinere Curve dargestellt ist, und steht zu meinen eigencn 
Untersuchungen schon insofern in einer gewissen Beziehung, als die 
Stellung jener Aufgabe von Seiten der genannten Gesellschaft auf 
meine Veranlassung geschah. Doch muss dabei ausdrucklich erwahnt 
werden, dass die in jener Schrift angewandte elegante Methode, die 
daselbst benutzten eigenthiimlichen Coordinaten Dinge sind , auf v^elche 
ich vor dem Erscheinen der TTan^enn^schen Arbeit nicht aufmerksam 
geworden war. 



Vorwort. VII 

Auskunft geben. Auch liabe ich mich bemiiht, diese Eiu- 
leitungen der eiuzelnen Capitel in solcher Weise zu scljreiben, 
dass sie einigermassen einen fortlaufenden Faden bilden; so 
dass die Durchsicht dieser Einleituugen den Leser in den 
Stand setzen wird, uber Inhalt und Tendenz des ganzen 
Werkes sich eine deutliche Vorstellung zu bilden. — — 
Doch mag es mir gestattet sein, hier noch einige Bemerkungen 
voranzuscliicken , welche weniger die Gegenstande selber, als 
die Art und Weise ihrer Behandlung betreffen. 

Erste Bemerkung. — Niemand wird die Richtigkeit der 
sogenannten Green' schen Sdtee (welche im vorliegenden Werk 
auf Seite 17 — 22 kurz zusammengestellt sind) fUr solche Falle 
verbiirgen wollen, wo die betrachtete geschlossene Flache 
von irgend welcher singuldren Beschaffenheit, z. B. mit un- 
endlich vielen Ecken oder Eanten behaftet ist. Ja es wiirde 
selbst noch einer besondern Untersuchung bediirfen, um ent- 
scheiden zu wollen, ob diese Satze stets gtiltig sind, wenn 
die gegebene Flache durch eine rationale Gleiehung (zwischen 
den rechtwinkligen Coordinaten) dargestellt, resp. aus ein- 
zelnen Flachenstiicken zusammengesetzt ist, deren jedes durch 
eine solche Gleiehung sich ausdriickt. Hingegeu wird man 
die Giiltigkeit dieser Satze mit voUer Strenge zu beweisen 
im Stande sein, sobald die Flache aus lauter Flachenstiicken 
erster und zweiter Ordnung besteht*), vorausgesetzt , dass 
die Winkel, unter denen diese FlachenstUcke zusammen- 
stossen, allenthalben von Null verschieden sind. 

Aehnliches gilt in der Theorie des Potentials von alien 
Sdtzen, in denen von sogenannten heliebigen Fldchen die 
Bede ist] und es bediirfen daher air diese Satze, falls sie 
wirklich strenge sein soUen, hinsichtlich jener Flachen noch 
einer genauem Determination. Dass ich auf diese De- 
terminationen im vorliegenden Werke mich nicht naher ein- 
gelassen habe, wird man mir wohl schwerlich zum Vorwurf 
machen konuen, wenn man bedenkt, dass ich in dieser Be- 



*) Dabei verstehe ich unter Fldchenstucken erster und zweiter Ord- 
nung seiche, welche durch eine rationale Gleiehung ersten resp. 
zweiten Grades zwischen den rechtwinkligen Coordinaten sich dar- 
stellen; so dass also ein Fldchenatuek erster Ordnung nichts Anderes 
ist, als ein Theil einer Ebene. 
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ziehung nur dem Beispiele von Green , Gauss und Dirichlet 
gefolgt, bin. 

Zweite Bemerkung. — Uebrigens konnen solche unzu- 
langlich determinirte Flachen in der Theorie des Potentials 
in doppelter Weise auftreten, indem sie entweder die ge- 
gebene Grundlage betreffen, von welcher die Untersuchung 
ausgeht, oder aber im Laufe der Untersuchung als Hulfs- 
miUel fiir den weitern Fortgang derselben in Anwendung 
kommen. Kurz, sie konnen entweder als Anfangsglieder der 
Untersuchung gegeben sein, oder als Operationsmittel er- 
dacht werden. — Als ein Beispiel des erstern Vorkommens 
ist die Aufgabe der elektrischen Vertheilung auf einem ge- 
gebenen Conductor anzufiihren; denn die Oberflache des Con- 
ductors reprasentirt hier einen Theil derjenigen Data, welche 
direct zur Pormulirung der Aufgabe erforderlich sind. Andrer- 
seits wiirde als ein Beispiel des letztern Vorkommens der 
Artikel 26 der Gauss'schen ,,AUgemeinen Lehrsdtze^^ anzu- 
fiihren sein; denn Gauss benutzt dort zur Untersuchung eines 
gewissen Potentials V diejenige geschlossene Flache, welche 
durch die Gleichung F= Const, dargestellt ist, also eine 
Flache, deren nahere Beschaffenheit eben so unbekannt ist, 
wie das Potential s^lber. 

Offenbar sind solche ganz nebelhaft vorschwebende Flachen 
im zweiten Fall nicht minder unbequem als im ersten. Denn 
wenn z. B. Gauss a. a. 0. auf die Flache F= Const, einen 
der Green'schen Satze*) in Anwendung bringt, so wird man 
zu beachten haben, dass diese Satze (wie schon erwahnt) 
nicht ohne Weiteres auf jede heliehige Flache an wend bar 
sind, und dass also ihre Anwendung auf die Flache F= Const. 
nicht gutgeheissen warden darf ohne eine vorhergehende 
Untersuchung derselben. 

Ja noch mehr! Ueberall, wo solche unzulanglich defi- 
nirte Flachen nur als Anfangsglieder der Untersuchung auf- 
treten, kann die durch sie in den Resultaten erzeugte Un- 



•) Ich darf mich wohl der Kfirze willen so ausdriicken. Denn die 
Oreen'schen Satze sind, obwohl Gauss von denselben beim Schreiben 
seiner Abhandlung keine Kenntniss hatte, bekanutlich alter als diese 
Abhandlung. 
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• 

sicherheit nachtrdglich , durch Hinzufiigung geeigneter De- 
terminationen, beseitigt werden, was oflFenbar nicht mehr 
moglich ist bei den als Operationsmittel eingefuhrten Flachen. 
Denn wahrend die ersteren unserer Willkiir unterliegen^ 
hangen die letzteren wesentlich ab von dem ganzen Plane 
unserer Untersuehung; und sind also^ obne diesen Plan zu 
andern oder ganz umzustossen ^ keiner Modification fahig. 

A us diesem Grunde habe ich im vorliegenden Werke 
die Benutzung unbekannter Flachen als eines Operations- 
mittels zu vermeiden, und die betreflfeuden Gattss'schen und 
jDmc/^fe^schen Argumentationen durch andere zu ersetzen 
gesucht, welche von diesem Uebelstande frei sind. HJer- 
durch glaube ich in den einschlagende^n Gebieten eine etwas 
grossere Sicherheit erreicht zu haben, als es bis jetzt der 
Fall war. 

Dritte Bemerkung. — Wenn trotzdem das vorliegende 
Werk in Bezug auf Strenge und Gleichmassigkeit recht viel 
zu wiinschen iibrig lasst, so diirfte der Grund hiervon nicht 
in meiner Behandlung, sondern in den vorhandenen inneren 
Schwierigkeiten zu suchen sein. In der That haben wir die 
Theorie des Potentials als eine im Werden und Wachsen be- 
griflfene Disciplin anzusehen, 0u deren strenger Gestaltung 
und systematischer Ahrundung uns noch mchiige Puncte fehlen. 
Und demgemass besteht auch die Aufgabe des vorliegenden 
Werkes nicht etwa darin, die einzelnen Zweige dieser Dis- 
ciplin in voreiliger Weise zu eiuem systematisch geordneten 
Ganzen zu verbinden, sOndern vielmehr darin, diese einzel- 
nen Zweige, jeden fur sich, mit gehoriger Sorgfalt so weit 
als moglich zu verfolgen. Hierbei aber ergab sich die Noth- 
wendigkeit, bei den verschiedenen Zweigen (oder was das- 
selbe: bei den verschiedenen Capiteln des Werkes) einen ver- 
schiedenen Grad von Strenge eintreten zu lassen. 

So ergab sich namentlich, dass die Potentiale der so- 
genannten Doppelbelegungen einer strengern Behandlung fahig 
sind, als die Potentiale der einfachen Belegungen. In der 
That diirfte aus meinen Expositionen im 4. und 5. Capitel 
hervorgehen, dass die Theorie dieser Doppelhelegungen und 
die derselben sich anschliessende Methode des arithmetischen 
MiUels bei geeigneten Einschrankungen den hochsten Grad' 
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der mathematischen Sicberheit, namlich die sogenannte arith- 
metische Evidenz zu erreichen im Stande ist*). 

Ich drficke mich absichtlich in dieser Weise aus. Denn 
mein Bestreben in dem ganzen Werke ist Hherhatipt wenigcr 
darauf gerichtet gewesen, einen mbglichst hohen Grad von 
Strenge wirJclich zu erreicjien, ah vielmehr darauf, die- 
jenigen Wege einzuscMagen ^ auf denen man, hei Hinzufilgung 
geeigneter EinschrdnJcungen , einen moglicJist hohen Grad von 
Strenge zu erreichen im Stande ist. Dieses letztere Ver- 
fahren hat oflFeiibar im Wesentlichen denselben Niitzen, wie 
das erstere, und vor diesem den Vorzug der grossern Kiirze. 

Vierte Bemerkung. — Die Wichtigkeit des vorliegenden 
Werkes besteht — falls eine solche demselben iiberhaupt 
beizumessen ist — vielleicht vorzugsweise in den darin zu 
Tage' tretenden LUcJcen, resp. in der Anregung, welehe durch 
dasselbe zur AusfuUung dieser Lucken gegeben sein mochte. 
So z. B. ist die im 5. Capitel exponirte Metbode des arith- 
metischen Mittels nur auf solche geschlossene Flachen an- 
wendbar, welehe ilherall convex**) sind. Sollte es in Zu- 
kunft gelingen (was ich lange Jahre vergeblich angestrebt 
habe), diese hochst unangenehme Einschrankung durch eine 
geeignete Modification jener Methode, resp. durch die Sub- 
stitution einer neuen Methode zu beseitigen, so wiirde da- 

*) Im 6. Capitel habe ich vorausgesetzt, dasa die gegebene ge- 
schlossene Flache zweiten Ranges und keine zweisternige sei (vgl. die 
Definitioneu Seite 167, 168), ferner vorausgesetzt, dass die auf der 
Flache vorgeschriebenen Werthe f daselbst stetig sind, und nacbge- 
wiesen, dass die dort exponirte Methode des arithmetischen Mittels 
unter dicsen Voraussetzungen zu einer Function Q (Seite 208) fahrt, 
welehe innerhalb der Flache die bekannten Potentialeigenschaften be- 
sitzt, und auf der Flache selber die vorgeschriebenen Werthe f besitzt. 
Bei diesem Nachweise ist offenbar jener hochste Grad der mathe- 
matischen Strenge , die sogenannte arithmethisehe Evidenz noch keines- 
wegs erreicht. Doch wird dieselbe auf dem eingeschlagenen Wege er- 
reichbar sein, sobald man zu den schon genannten Voraussetzuugen noch 
weitere Einschr3.nkungen hinzutreten lasst, namlich annimmt, dass die 
gegebene Flache aus lauter Flachenstiicken erster und zweiter Ordnung 
zusammengesetzt ist, und ferner annimmt, dass die vorgeschriebenen 
Werthe f gleichmdssig stetig^ sind. 

**) Genauer ausgedriickt: nur auf solche Flachen anwendbar , welehe 
zweiten Ranges und keine zweistemigen sind (vgl. die botrefi'enden 
Defiaitionen, Seite 167, 168). 
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durch nicht allein ein befriedigender Beweis des Dirichlet- 
schen Princips, sondern zugleich eine Position g^wonnen seiD, 
welche fur die gauze Theorie des Potentials von grosster 
Wichtigkeit ware. Mancher beschwerliche Weg, den ich im 
vorliegenden Werk einzuschlagen gezwungen war*), und 
den der Leser sofort als einen Umweg erkennen wird, wCirde 
alsdann durch einen directern Weg ersetzt werden konnen. 
Ueberhaupt wiirde alsdann Aussicht vorhanden sein^ die 
ganze Theorie des Potentials in ein wissenschaftliches Ge- 
baude von einheitlichem Plan und gleichmassiger Strenge zu 
verwandeln. 

Funfte Bemerkung. — Wenn die bisherigen Bemer- 
kungen sich ausschliesslich auf die Theorie des NewtofCschen 
Potentials im Baume bezogen^ so ist hinzuzufiigen^ dass 
Analoges von der Theorie des Logarithmischen I^otentials in 
der Ehene gilt. Nur sind selbstverstandlich statt der ge- 
schlossenen Fldchen in diesem letztern Fall geschlossene Cur- 
vcn zu denken. 

Sechste Bemerkung. — Um die Theorie des Logarith- 
mischen Potentials mit der des Newton'schen moglichst con- 
form zu gestalten, habe ich mir erlaubt^ die Zahl -tc in der 
Ebene und die Zahl 2;r im Raume mit ein und demselben 
Buchstaben^ namlich mit 'of zu benennen. Doch bin ich 
weit entfernt, hiermit irgend welche Neuerung, irgend welche 
Umanderung in althergebrachten Bezeichnungen anstreben zu 
wollen. Vielmehr soil jener Bucbstabe W nur. ganz voruber- 
gehend, zur augenblicMichen Bequemlichkeit angewendet sein. 
Vielleicht ware es besser geweseu, statt des Zeichens tT das 
Product IhTC einzufiihren, mit der Festsetzung, dass fe=l 
sein soUe in der Ebene, und = 2 im Baume. 

*) Namentlich im 3. Capitel,. ~ Um die Existenz der fiir jenes 
Capital wichtigen Function y ausser Zweifel zu stellen, habe ich da- 
selbst Bchliesslich (Seite 107) meine Zuflucht genommen zu der be- 
kannten G^auss' sch en Variation smethode, welche, obwohl ebenfalls be- 
denklich, doch bei genauerem Nachdenken viel sicherer wenigstens 
erscheint als diejenige Variationsmethode, durch welche Dirichlet zu 
dem nach ihm benannten Princip gelangt. 

Leipzig, 27. April 1877. 

Dr. C. Neumann. 
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Berichtigungen. 



I. Auf Seite 125 in der letzteii Zeile ist statt — <x> das Zeichen 
oo zu setzen. 

II. Auf Seite 127 in der Note muss statt j^ gesetzt werden : cx) . 

Denigen)3,ss fiihren also die in der dortigen Note mit Bezug auf den 
Maum angedeuteten Betrachtungen zu ganz anderen Resultaten^ als die 
im Texte selber mit Bezug auf die Ehene angestelJten Betrachtungen. 
Und demgemass ist z. B. auch der auf Seite 128 ausgesprochene Satz 
auf den Fall der Ebene zu beschranken, n3,mlich unrichtig fiir den 
Maum, Gliicklicherweise sind die in jenem § 3 angestellten Unter- 
suchungen nur beildufiger Natur; so dass also die eben bemerkte Un- 
richtigkeit auf den Inbalt der weiter folgenden §§ ohne Einfluss ge- 
blieben ist. 



Erstes Oapitel. 

Die allgemeine Theorie des Potentials^ namentlich die 

S^tze Ton Gauss und Green. 

Es seien zwei concentrische Kugelflachen ^ und 5 ge- 
geben. Innerhalh der kleineren 6 befinde sich eine beliebige 
Masse M, und ausserhalb der grosseren s eine ebenfalls be- 
liebige Masse M, wahrend der schaalenformige Raum zwischen 
den beiden Flachen vollkommen leer sein mag. Legen wir 
nun unseren Betrachtungen das Newton'sche Gesetz zu 
Grunde, so konnen wir oflfenbar die Potentiale Q und W 
dieser Massen M und M auf irgend einen zwischen 6 und s 
gelegenen Punct (r, d', o) in folgender Weise darstellen: 

W=A + Br + Cr^ + Dr^ + , 

wo die Coefficienten. A, B, f, . . . . , J., J5, C, D, . . . . 
Functionen von 0", co sind. Selbstverstandlich sollen r, 0", o 
die Folarcoordinaten des betrachteten Punctes bezeichnen, so 
dass also z. B. r die Eutfernung des Punctes von dem ge- 
meinschaftlicheu Centrum der beiden Kugelflachen vorstellt. 

Soil nun das Gesammtpotential (Q + W) fiir alle Puncte 
des von,<y und s begrenzten schaalenformigen Raumes con- 
stant sein, so miissen offenbar jene Coefficienten A, B, f, 
. . . ., J., JS, C, D, . . . . , mit Ausnahme von J., sammt- 
lich verschwinden, und A selber einen constanten Werth haben. 
Mit anderen Worten: Soil die Gesammtwirkung der beiden 
gegebenen Massen M und M innerhalb des betrachteten 
schaalenformigen Raumes iiberall »= seiu; so miissen die 
Wirkungen jener Massen daselbst eimeln = sein. 

Merkwurdiger Weise bleibt dieser Satz auch dann noch 
gttltig, wenn der betrachtete schaalenformige Ranm nicht 

Neumann, Potential. 1 
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von Kugelflachen begrenzt, sondern von ganz heliehiger Ge- 
stalt ist. 

Denken wir uns ndmlich einen schaalenformigen Raum 6, 
der von swei heliehigen geschlossenen Fldchen hegrmzt ist, 
und denken mr uns ferner zwei Massensysteme M und M, 
die ausserhalb dieses Eaumes (5 gelegm, und durch den- 
selben von einander getrennt sind, so kann die Gesammt- 
wirkung dieser heiden Systeme innerhalb des Raumes 6 nicht 
Uherall =0 sein, — es sei denn, doss die Wirkungen jener 
heiden Systeme daselhst einzeln =0 ^ind. 

In der That werde ich im gegenwartigen Capitel eine 
Reihe allgemeiner Eigenschaften des Potentials*) entwickeln, 
aus welchen der eben genannte Satz schliesslich obne Miihe 
hervorgeht. 

Zuvor aber werde ich (was fiir meine spateren Zwecke 
erforderlich ist) eine moglichst gedrangte Uebersicht zu geben 
suchen fiber die Potentialtheorie im Allgemeinen , oder (ge- 
nauer ausgedrfickt) fiber die Theorie des Newton'schen Poten- 
tials, und zugleich auch fiber die im Ganzen parallel laufende 
Theorie des Logarithmischen Potentials] wobei von vornherein 
bemerkt sein mag, dass ich bei ersterer Theorie stets einen 
Raum von drei^ bei letzterer hingegen einen Raum von nur 
0wei Dimension en meinen Betrachtungen zu Grunde legen 
werde. ** ) . 

Absichtlich sage ich, dass mit der Theorie des Newton- 
schen Potentials die des Logarithmischen Potentials im Ganzen 
parallel laufe. Denn man wurde sehr irren, wenn man 



*) Im Grunde genommen werde ich allerdings hier nyr diejenigen 
Siitze zu wiederholen haben, welche bereits vor einigen Jahren in den 
Mathematischen Annalen (Bd. 3, Seite 325, und 424) von mir publicirt 
worden sind. Nur hoffe ich meiner Darstellung gegenwartig eine 
grdssere Einfachheit und Durchsichtigkeit zu geben, indem ich die 
Potentiale nicht (wie dort geschehen) als Fwictionen, die gewissen Be- 
dingungen zu entsprechen haben, sondern unmittelbar durch die ihnen 
zu Grunde liegenden Massen definiren werde. 

♦♦) Bei dieser Uebersicht werde ich die betreffenden Satze meisten- 
theils nur historisch angeben, indem ich hinsichtlich ihrer Begriindung 
theils auf die Originalabhandlungen von Green und Gauss, theils auf 
die vortrefFlichen Lehrbiicher von Glausiu^s, Biemarm-Hattendorf und 
Dirichlet'Grube verweisen kann. 
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glauben woUte; dass jeder Satz der einen Theorie sicli un- 
mittelbar auf die andere iibertragen lasse. So ist z. B. in 
der Theorie des Newton'schen Potentials folgender Satz be- 
kannt: 

Bezeichnet a eine gegebene geschlossene Flache, und V 
das Potential irgend welcher unhekannten innerhalb o ge- 
legener Massen, so wird dieses Potential V filr alle Puncte 
ausserhalh a vollig hestimmt sein, sohald nur seine Werthe 
auf 6 selher gegeben sind. 

Versucht man aber zu diesem Satz den analogen in der 
Theorie des Logarithmischen Potentials zu find en, so wird 
man auf nicht unerhebliche Schwierigkeiten stossen, ja in 
Zweifel gerathen, ob ein solcher iiberhaupt existire. Diese 
Schwierigkeiten werde ich in der gegeuwartigen Schrift zu 
iiberwinden suchen, allerdings erst in einem spdteren Csifiiel. 
Ftir den Augenblick woUte ich hier nur bemerken, dass die 
in Rede stehenden beiden Theorien (wie aus dem angefiihrten 
Beispiel deutlich hervorgeht) nicht iiberall parallel sind, son- 
dem mancherlei Discrepanisen darbieten. Und gerade diese 
Discrepanzen sind es, welche mich bewegen, der so wichtigen*) 
Theorie des Logarithmischen Potentials dieselbe Sorgfalt zu- 
zuwenden, wie der des Newton'schen. 

Die Theorie des Newton'schen Potentials handelt bekaniit- 
lich von einer Materie, welche beliebig im Eaume vertheilt 
werden kann, und ftir welche das Potential zweier Massen- 
theilchen ft, m den Werth besitzt: 

wo E die Entfernung bezeichnet. In analoger Weise handelt 
die Theorie des Logarithmischen Potentials von einer fingirten 
Materie, welche auf beliebige Weise in der Ehene vertheilt 

•) WicMig nenne ich die Theorie des Logarithmischen Potentials 
theils inFolge ihrer Beziehung zur allgemeinen Functionentheorie, nament- 
lich zum Dirichlefschen Princip und zur Theorie der sogenannten 
conformen Abbildvmg, theils in Folge ihrer Beziehung zu gewissen 
electrodynamischen Prohletnen (Durchgang des elektrischen Strom es durch 
eine dunne Metallplatte von beliebiger Form), theils endlich in Folge 
von mancherlei Anregungen , die in ihr fiir die Weiterentwicklung der 
Theorie des Newton' schen Potentials enthalten sind. 

1* 
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werden kann, und fiir welche das Potential zweier Massen- 
theilchen ft, m den Werth hat 

ftm log ^ d. i. — ftmlogJE, 

wo wiederum E die Entfernung und log den natiirlichen Loga- 
rithmus bezeichnet. *) 

§ 1. 

Definition des Logarithmischen und Newton'schen Potentials. 

Nehmen wir an, dass zwischen irgend zwei Massenpuncten 
ft (a, ^, y) und m (x, y, z) eine Abstossungskraft It vor- 
handen sei, welche umgekehrt proportional ist mit der g^^"^ 
Potenz ihrer Entfernung E: 

so werden die Componeuten X, Yy Z der von fi auf m aus- 
geiibten Wirkung die Werthe besitzen: 



I? E EP dx ^ dx ^ 

f,m y-p ^fimdE ^ df{E) 

E^ E EP dy ^ dy ' 

y fimz — y fim dE ,.^ d fjE) 

E^ E EP dz ^ ^^ 

wo zur AbkQrzung gesetzt ist: 

P§ = - /•(£) + Const. 

Analoges gilt fiir ein System von beliebig vielen Massen- 
puncten ft, yi^y [i2j .... Sind namlich X, F, Z die Com- 

•) Der Name ^yLogarithmisches PotentiaV^, der von mir im Jahre 
1861 in meiner Abhandlung liber die Integration der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

aa» ^ dy* 

(Borchardt*8 Journal, Bd. 59, S. 335) eingefiihrt wurde, ist seit jener 
Zeit wohl allgemein adoptirt worden. Wenn ich damals den Ausdruck 
-{' (im log E als Werth des Potentials festsetzte , gegenwartig. aber 
— fitn log Ey 80 wird diese kleine Aenderung dazii beitragen , zwischen 
der Theorie des Logarithmischen und der des Newton'schen Potentials 
in vielen Puncten eine bessere Uebereinstimmung hervorzubringen. 
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pouenten der von diesem System auf m {Xy y, z) ausgeiibten 
WirkuDg, so ist offenbar: 

ox ' ex ' 

T_ ^S(f^f(E) + ,nfiE,) + ...)_ dV 

JL '— — Jiff ~ f\ " —— irv y:. ■ 

dy dy ' 

z = ^ m ^-^ ^ a7' 

wo jE, JEj , ^2> • • • ^^® Entfernungen der Puncte fe, fe^ , fto - • . 
von m bezeichneu. Den hier eingefiihrten Ausdruck 

m F = m (iifiE) + ,t/(^,) + ) 3. 

nennen wir das Potential des gegebenen Systems ft, ft, , ftj? • • • • 
auf die Masse m {x, y, z)-^ und gleichzeitig nennen wir V 
selber das Potential des Systems auf den Fund (x^ y, z), 
das soil heissen auf eine in diesem Punct concentrirt ge- 
dachte Masseneinheit. 

Das Logarithmische Potential. — Vive g ^= 1 erhalten 
wir aus (1.), (2.): 

I -^ = log E + Const., 
mithin: 

also nach (3.): 

mV=m (filog^ + ft, log -^^- H j 

oder kiirzer: 

dies ist das sogenannte Logarithmische Potential, bei dessen 
weiterer Behandlung wir uns stets auf solche Massen be- 
scbranken werden, die in ein und derselben Ehene liegen. 

Ist das System ft, ft,, ^il^^ ... von unveranderlicher Lage, 
und bezeichnet man die Polarcoordinaten des ieweglichen 
Punctes m mit r, o, so wird V eine Function von (r, o) 
sein. Die analytische BeschaflFenheit dieser Function kann 
leicht naher angegeben werden unter Anwendung der be- 
kannten Formeln: 



6. 
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1 1 <t* 4*2 

^•« ^ogj^=iogj + J cos{o — Gi) + —,cos2{o-(o)-\ (falls p>r), 

5./* log-^=log- +|-cos(o — a)) + 2^cos2(o-w)H (faU8 9<r). 

Hier bezeichnet jE die gegenseitige Entfernung der Puncte 
ft, m; ferner sind Qj ca die Polarcoordinaten von ft, und r, o 
diejenigen von m. 

Liegen z. B. sammtliche Puncte ft, f*i; ^^2* • • • (^'^sser- 
halb eines um den Anfangspunct beschriebenen Kreises, wah- 
rend m im Innern desselben sich beliebig bewegt, so er- 
halten wir aus (4.) durch Anwendung von (5. a) : 

mV = m (Vq + Fr + Gr'^ + Hr^ + ), 

wo Vq, F, Gy Hy , , . die Werthe haben: 

jp ^7 fi COS (O — (o) 

^ — ^ ^ ; 

p "^ /[t cos 2 (0 — co) 

^ ~^ 2^ ' 

jT ^7 \i COS 3 (o — eo) 

Man erkennt sofort, dass Vq denjenigen speciellen Werth re- 
prasentirt, welchen V im Mittelpunct des Kreises besitzt, 
wahrend Fy G, H, . . . Functionen von o sind. 

Liegen, um zu einem anderen Beispiel iiberzugehen, 
sammtliche Puncte f*? f^i; ^^2? • • • if^^erhalb eines um den 
Anfangspunct beschriebenen Kreises, wahrend m ausserhalb 
desselben sich nach Belieben bewegt; so erhalten wir aus (4.) 
mit Hiilfe von (5./S): 

mF=m^MlogJ.-.+ ^ + ^ + ~H ^, 

wo M, i^, (?, ^, . . . die Werthe besitzen: 

M = Hfly 

F = HilQ cos (O — G)), 
' G = iHilQ'^ cos 2{0 — 03), 

jff = ^yi ^Q^ cos 3 (o — oj), 
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Es reprasentirt also M die Gesammtmasse des gegebenen 
Systems, wahrend F, G, Hj . . . Functionen von o sind. 
Das Newton'sche Potential. — Fiir g = 2 erhalten wir 

aus {}.), (2.), (3.): 



R = 



fim 



J 



jPi = — W '^ Const.; mithin: f{E) = ^ , 



m 
oder kiirzer: 

dies ist das Newton'sche Potential, oder (genauer ausgedrttckt) 
das dem Newton'schen Gesetz entsprechende Potential. 

Ist das Massensystem ft, f*i, ^2} • • • ^^^ unverander- 
licher Lage, und sind r, o, ^ die Polarcoordinaten des be- 
weglichen Punctes m, so wird V eine Function von r,o,t 
sein. Die analytische Beschaffenheit dieser Function kann 
naher explicirt werden durch ' Anwendung der bekannten 
Formeln: 

ir = -^ + J^,P, (cosy) + J* P,{co8y)-\ (gultigfar9>r), o. a ' 

^ =y +^- A (cos y) +^3^ Pj (cosy)H (gultigfur9<r). 9. ^ 

Hier bezeichnet E die gegenseitige Entfernung der Puncte 
[I , m'j femer sind (>, w, -d- und r, o, ^ die Polarcoordinaten 
dieser Puncte; und endlich ist; 

cos y = cos d" cos ^ -f sin <&• sin t cos (w — o), lo. 

mithin y selber der Neigungswinkel von q gegen r.*) 

Liegen z. B. sammtliche Puncte f^; ftj, ftj, . . . ausser- 
haJi) einer um den Anfangspunct beschriebenen Kugelflache, 
m hingegen innerhalb derselben, so folgt aus (8.) und (9. a): 

*) AuBserdem sind unter P, , P2, P3, . . . die bekannten Laplace- 
schen Functionen, die sogenannten Kugelfunctionen zu verstehen. 
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11. 



mV = m {Vq + Fr + Gr^ + Hr^ + 
wo Vq, F, Gy Hy', . . die Werthe haben: 

p ^ ^ fiPj (cosy) 



•), 



F.= V_^ 






12. 



13. 

14 

15. 



OflFenbar repr'asentirt Vq denjenigen Specialwerth, welchen V 
im Mittelpunct der Kugelflache besitzt; wahrend F^ G, H, . . . 
Functionen von o, t sind. 

Liegen, um ein anderes Beispiel anzufiihren, samrat- 
liche Puncte ^j ^i ^2} • • • innerhalb einer um den Anfangs- 
punct beschriebenen Kugelflache, m hingegen ausserhalb, so 
folgt aus (8.) und (9./S): 

y = ^(T+:^+i^ + fc + j; 

Mvo tAy Fj Gy Hy , , .die Werthe haben: 

M = 23/i, 
JP = JE ^ p Pj (cos y), 

G =j:^Q^P,{cosy)y 



m 



Es reprasentirt also M die Gesammtmasse des gegebenen 
Systems, wahrend jF, Gy -H", . . . Functionen von o> t sind. 
Zusammenstelliing der Formeln. — Die soeben erhalte- 
nen Resultate lauten 



fiir das Logarithmische Potential 
in der Ebene: 

7= H (f* log i) , 
F= 



Mlog|+f+,? + 



fiir das Newton'sche Potential im 
Raume : 



wo (wie schon bemerkt) V^ den Werth von V im Mittel- 
punct der betrachteten Kreislinie oder Kugelflache, und M 
die Gesammtmasse des gegebenen Systems bezeichnet. 
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Lassen wir, was die Formeln (15.) betriflFfc, den Punct 
m{Xy y, z) ins Unendliche riicken; so erhalten wir, falls M 
von verschiedm ist: 

V^ fOO, ^^=0. 16. 

wo f = + 1 Oder == — 1 ist , je- 
nachdem M positiv oder negativ. 

Fiir den speciellen Fall M == nehmen die Formeln (15.) 
folgende Gestalt an: 






• . • • 



und hieraus ergiebt sich: 
r =0. 



17. 



und hieraus ergiebt sich: 

Abgesehen von diesem Specialfall: M = 0, zeigen also 
das Logarithmische und Newton'sche Potential fiir unendlich 
feme Puncte ein sehr verschiedenes Verhalten, indem das 
eine oc, das andere wird [vgl. (16.)]. Dieser Unterschied 
ist charakteristisch , und die Ursache von mancherlei Diver- 
genzen in den betreflfenden Theorien. 

§2. 

Die zunachst liegenden Eigenschaften des Potentials. 

Hulfsatz. — Ist die Function 

/•(r) = A + JBr + Cr'^ + Dr^-{ 

innerhalb eines beliebig kleinen Intervalles: 

r = r == r' 

constant, so wird sie uberall constant sein, so weit die an- 
gegebene Entwicklung giiltig ist.*) 

TJeber die Constanz des Potentials. — Gestutzt auf die 
Entwicklungen (14.) gelangen wir, unter Anwendung des 
eben genannten Hiilfsatzes, zu folgendem Ergebniss: 

Ist & ein 'zusammenhdngendes Gebiet der Ebene resp. des 
BaumeSy und V ein Fotential, dessen Massen ausserhalb is. 



*) Ich werde den Beweis dieses Hulfsatzes am Schluss des gegen 
w9.rtigen Capitels (in § 15.) mittheilen. 
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@ liegen, so kann V in keinem noch so Meinen Theil von @ 
constant sein; — es sei denn, dass es in & allenthalben con- 
stant ware.*) 

Dieser Satz gilt sowohl fiir das Logarithmische Potential 
in der Ebene, als auch fiir das Newton'sche Potential im 
Raume. Im erstern Fall wird unter @ eine ebene Flache, 
mithin unter einem Theil von ® ebenfalls eine Flache, im 
andern Fall unter @ ein Baum^ mithin unter einem Theil 
von ® ebenfalls ein Raum zu verstehen sein. 

Die Stetigkeit des Potentials und die Laplaee'sche 
Differentialgleichung. — 1st V das Potential beliebig ge- 
gebener Massen auf einen variablen Punct (x, y) resp. (oOy y, z)^ 
so gelten [wie unmittelbar aus der Definition (13.) sich ergiebt] 
folgende Satze: 

V selber und seine sdmmtUchen Ableitungen beliebig hoher 
Ordmmg: 

dV dV ^ 
dx' dy ' dz ^ 

^V^ d^V 

bleiben stetig^ so lange der variable Funct ausserhalb jener 
Massen bleibt. 

V genugt der Differentialgleichung : 

a^ , ^* ^ _ r^ ' d^y id'V ,c'V _^- 



dv 


dV 




dx ' 


dy ' 




a«F 


d^V 


a«K 


dx^ ' 


dxdy' 


dy^ ' 


d^v 






dx^ ' 


. • . • 





dx^ ' dy^ 



do^ ^ dy^ ' dz^ 



wiederum so lange, als der variable Punct ausserhalb der 
gegebenen Massen bleibt, 

§3. 

Das Potential einer Masse, die uber ein gegebenes Gebiet der 
Ebene resp. des Raumes stetig ausgebreitet ist. 

Die Diehtigkeit. — Diese ist (nach tiblicher Definition) 
gleich dem Massenelement, dividirt durch das zu seiner Aus- 

*) Vergl. den § 15 dea gegenwartigen Capitals. 
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breitung dieneude Flacheu- oder Baum-ElemeDt. Denkt man 
sich also die Masse M iiber ein gegebeues Gebiet @ der 
Ebene oder des Raumes in stetiger Weise ausgebreitet, und 
bezeichnet man irgend ein Element von @ mit dadfi resp. 
dad^dy, ferner die in diesem Element enthaltene Masse 
mit dIA, so wird die daselbst vorhandene Dichtigkeit d den 
Werth haben: 

. _ dtA I . _ d PA 

~ dadp ' dad^dy' 21. 

woraus folgt : j woraus folgt : 

dtA = ddcid^. ! dIA = Sdccd^dy, 22.bi8 

Der ganze Betrag M der gegebenen Masse ist somit aus- 
driickbar durch: 

tA = ffddad^, II tA=fffddad§dy, 

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente des gegebenen 
Gebietes @. 

Allgemeine Form des Potentials. — Bildet man das 
Potential V dieser Masse M auf einen variablen Punct (x, y) 
resp. (x, y, z), so erhalt man [vgl. (13.)]: 

^ddadpdy 



^-//('°«i)"-'^' I ^-JJJ 



E 



wo JS ^ie Entfernung jenes Punctes von den einzelnen Massen- 
elementen ddad^ resp. ddccd^dy bezeichnet. 

Beispiel. — Denkt man sich die gegebene Masse M 
gleichmassig ausgebreitet iiber eine Kreisflache oder iiber 
einen Kugekaum vom Radius A; so bestimmt sich die Dichtig- 
keit d durch folgende Formel: 

;rAM = M, ^'^ 

Bezeichnet nun V das Potential dieser Masse M auf einen 
variablen Punct, so findet man leicht*): 

7=Mlogl, r = ^, 

oder: 

V=—~r'^-\- Const., 






r 

oder: 

2nd 



V= — -^r'^ + Const., 



*) Man erhalt die Formeln linker Hand am Bequemsten durch An- 
wendong der Entwickelungen (5. a, §). Andererseits ist die Ableitung 
der Formeln rechter Hand allgemein bekannt. 



22. 



23. a 



23.1 



24. 
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wo r die Centraldistanz des Punctes vorstellt; und zwar findet 
man den Werth (23. a) oder (23.i) jeuachdem der Punct ausser- 
halh oder innerhalb M liegt. — Die in (23. i) vorhandene 
Const, ist leicht angebbar; man findet uamlich: 

Const. ="7t 6 A'/^y + log ~\ , II Const. = 2n6A'^. 

Die Stetigkeit des Potentials und die Laplace sche 
DifTerentialgleichung. — Ist die Masse M iiber ein gegebe- 
nes Gebiet der Ebene resp. des Raumes in stetiger Weise 
ausgebreitet , und bezeichnet man ihr Potential auf den Punct 
(x, y) resp. {x, y, z) mit F, so werden 



' dx' dy 



y dv dv dv 



dx ' dy ' d z 

im Allgemeinen stetig sein; auch wird im Allgeraeinen die 
Gleichung stattfinden: 









25. ^xi ' dy^ 

wo d die Dichtigkeit der Masse M im Puncte {x, y) resp. 
{Xy y, z) bezeichnet. 

Stronger genommen lauten diese SM,tze, wie namentlich 
Gauss und Dirichlet gezeigt haben, folgendermassen : 

Die Functionen (24.) sind im Puncte {x, y) resp. ^x,y, 0) 

27. stetig y falls die Dichtigkeit 8 im Bereich dieses Punctes end- 
lich ist. 

Die Laplace'sche Differentialgleichung (25.) ist im Puncte 

28. (Xj y) resp. {x, y, z) gultigy falls die Dichtigkeit 8 im Be- 
reich dieses Punctes endlich und stetig ist*) 

Hier ist unter dem Bereich des Punctes eine um den- 
selben beschriebene kleine KreisflSche resp. Kugel zu ver- 
stehen. 



*) Am Bequemsten gelangt man bekanntlich zu diesen Satzen (27.), 
(28.), indem man ausgeht von der Formel (23. i). Die strengeren Be- 
griindungen findet man, soweit sie den Bav/ni betreffen, in Gauss' 
allgemeinen Lehrsatzen Art. 9, 10, 11; und soweit sie die Ebene be- 
treffen , durch ein analoges Verfahren. 
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§. 4. 

Das Potential elner Masse, die iiber elne gegebene Carve 
resp. Flache stetlg ausgebreltet ist. 

Die Dichtigkeit. — Diese ist (nach iiblicher Definition) 
gleich dem Massenelement, dividirt durch das zu seiner Aus- 
breitung dienende Curven- oder Flachen- Element. Denkt 
man sich also die Masse M tiber eine gegebene Curve oder 
Flache 6 in stetiger Weise ausgebreitet, bezeichnet man 
femer ein Element yon 6 mit do, und die auf da vorhandene 
Masse mit dtA, so wird die daselbst vorhandene Dichtigkeit 
d den Werth haben: 

^ "^ da ^ 29. 

woraus folgt: 

dM = dd6. 29. bis 

Demgemass ist der ganze Betrag M der gegebenen Masse 
ausdriickbar durch: 

M=^fSda, 

die Integration hinerstreckt iiber alle Elemente da der ge- 
gebenen Curve oder Flache. 

Allgemeine Form des Potentials. — Bildet man das 
Potential V der betrachteten Masse M auf einen gegebenen 
Punct {Xf y) resp. {x, y, z), so erhalt man: 

y=J{io,^u., II y-Jf^, 

wo E die Entfernung jenes Punctes von den einzelnen Ele- 
menten Sdo bezeichnet. 

Beispiel. — Denkt man sich die gegebene Masse M 
gleichmassig ausgebreitet iiber eine KreisUnie resp. Kugelr 
flache a vom Radius A, so bestimmt sich ihre Dichtigkeit d 
durch die Formel: 

2;rA^ = M, II 47rA2d = M. 

Bezeichnet nun V das Potential dieser Masse M auf einen 
variablen Punct, so erhalt man*): 



31. 



*) Hier ist Analogea zu bemerken, wie in der Note auf Seite 11. 
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32. a 



32. i 



33. 
34. 



35. 



3G. 



Oder 



F = M log 



M log 



Oder 



V = 



7 = 



M 
r 

M 
A' 



wo r die Centraldistanz des Punctes vorstellt; man findet 
namlich den Werth (32. a) oder (32. i) jenaehdem der Pimct 
ausserhalb oder innerhalb 6 liegt. 

Die Laplace'schen Belationen. — 
Es sei V das Potential einer Masse M, 
die auf einer gegebenen Curve oder 
Flache a in stetiger Weise ausgebreitet 
ist. Sind nun x^ x zwei einander un- 
\ endlich nahe Puncte zu beiden Seiten 
von a, ferner Vj v' die in diesen Puncten 
auf a errichteten Normalen, endlich F, F' die daselbst vor- 
handenen Werthe des Potentials, so werden im Allgemeinen 
die Relationen stattfinden*): 




7= r, 



2 7td, 



F= r 



wo S die an der Stelle {Xy x') vorhandene Diehtigkeit be- 
zeichnet. Strenger ausgedriickt lauten die betreflfenden Satze 
folgendermassen : 

Die Formeln (33.) sind giiltig, falls a im Berdch der 
Stelle {x, x') stetig gekrummt, und 8 daselbst endlich ist. 
Mit anderen Worten : Die Stetigkeit des Potentials wirdy falls 
diese Bedingungen erfUllt sind, in der gegebenen Curve oder 
Flache Jceine Unterbrechung erleiden. 

Die Formeln (34.) sind giiltig, falls a im Berdch der 
Stelle (x, x') stetig gelcriimmt, und 8 daselbst endlich 
und stetig ist.*) 

Bemerkungen. — Der Satz (35.) ist richtig; doch ver- 
langen wir ;2?w viel, wenn wir stetige KrummUng fordern. 
Denken wir uns z. B. eine gewohnliche Cycloide um ihre 



*) Am Bequemsten (aber allerdings nicht auf strengem Wege) 
gelangt man zu <}iesen Relationen (33.), (34.) auf Grund der Formeln 
(32. a, i). 
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Grundlinie gedreht, so wird jener Satz (35.) ftir die so ent- 
stehende Rotationsflache an alien Stellen, auch in jedem der 
beiden Pole giiltig sein, — trotzdem dass der Kriimmungs- 
radius in einem solchen Pole = 0, die Kriimmung selber 
dort also = oo ist. — Allgemein darf in (35.) die Bedingung 
stetiger Krummung ersetzt werden durch die (Weniger hei- 
schende) Anforderung der stetigen Biegungj d. i. durch die 
Anforderung, dass die Richtung der Tangente resp. der 
Tangential -Ebene im Bereich der betrachteten Stelle (Xy x') 
in stetiger Weise variire. — Ja noch mehr: Der Satz (35.) 
bleibt sogar giiltig, wenn die stetige Biegung der gegebenen 
Curve oder Flache in einzelnen Puncten (Ecken), resp. in 
einzelnen Puncten und Jjinien (Ecken und Kanten) unter- 
brochen ist.*) 

Auch beim Satze (36.) verlangen wir m viel, wenn wir 
stetige Krummung fordern; doch wiirden wir zu wenig ver- 
langen ; wenn wir nur stetige Biegung fordern wollten. Um der 
wahren Mitte uns mehr zu n'ahern, betrachten wir zunachst den 
Fall des Logarithmischen Potentials. Denken wir uns die ge- 
gebene Curve auf ein Coordinatensystem q, a bezogen, dessen 

Axen durch die 

struirte Tan- 
gente und Nor- 



a 

\ male dargestellt 

sind , so kann in 
(36.) die Bedin- 
gung der stetigen 
Kriimmung ersetzt werden durch die (Weniger heischende) 
Anforderung, es soUe die Gleichung der Curve im Bereich 
der Stelle {x, x') die Gestalt besitzen: 

WO k eine Constante bedeutet, die grosser als Null ist, und 
f{Q) eine stetige Function vorstellt. 

Andererseits ist im Falle des Newton'schen Potentials 
jene in (36.) ausgesprochene Bedingung der stetigen Kriim- 

*) Solches ergiebt sich im Baum aus Gauss' allgemeinen Lehr- 
8atzen Art. 12; und in der Ebene durch analogs Betrachtungen. 
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mung ersetzbar durch die namliche Anforderung (37.) , dieselbe 
bezogen gedacht auf alle Hauptschnitte der gegebenen Flache 
an der betrachteten Stelle.*) 

§ 5. 
Collectivbezeiclmimgen. 

Es wird zweckmassig sein, fur unsere weiteren Betrach- 
tungen iiber das Logarithmische und Newton'sche Potential 
folgende CoUectivbezeichnungen festzusetzen : 

7^ = 1, 
^=log^, 

^ = (a?, 2/); 

dxdy, 



dr= 
A = 



■ dx^ 



+ 



dy 



2 » 



~ \dxj + [dy) 



"ST = TT , d. i. gleich der halben 
KreisUnie vom Radius Eina. 



1 



T = 



JS 



^ = («^, y, ^) , 

dx = dxdydz, 



A = 



aa;« 



+ 



dy' 



+ 



dz' 



« » 



^ ~ (aa;) + (ay) + {dzj ' 



"ST = 2 TT , d. i. gleich der halben 
Kugelfldche vom Radius Eins. 

In der That bemerkt man, dass viele der vorhin fiir das 
Logarithmische und NewtorCsche Potential aufgestellten Satze 
durch Anwendung dieser Bezeichnungen**) eine gemeinschaft- 
liche Form gewinnen wiirden. 

*) Man findet den Beweis dieser Behauptungen , soweit sie den 
Baum betreffen, in Gauss^ allgemeinen Lehrsatzen Art. 13, 14, 15, 16; 
und, soweit sie die Ebene betreffen, durch ein analoges Verfahren. 

**) Reprasentirt fssf^x, y, z) eine beliebig gegebene Function 
der Coordinaten, so versteht bekannthch LamS unter Ai/* und Aj/" 
die Ausdrucke: 



^if 



-/(i^)"+(i5)'+f) 



AJ^ 



av 
dx* 



+ 



av 

dy* 



+ 



av 

d^ 



Zugleich nennt Lami das A|/* den Differential -Parameter erster Ord- 
mmg, und ebenso A2/' den Differential-Parameter zweiter Ordnung. — 
Unsere Bezeichnungsweise ist einfacher und kiirzer. Denn wir be- 
zeichnen das Aj/* kurzweg mit A/*, andererseits das Quadrat von Aif 
mit E/l 
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§6. 
Die Green'schen Pormeln.*) 

Wir beginnen mit einem, bekannten und leicht zu be- 
weisenden Formelsystem. 

Erstes System von Formeln. — Bezeichnet 6 cine gc- 
schlossene Curve oder Flache mit der innern Normale v, und 
hezeichnet ferner f = f{pc,y) oder f = f{x,y,z) eine inner- 
halb 6 iiberall stetige Function, so gelten die Formeln: 






fJJ%a:uiya.=-JJfllac, 



tvo in jeder Formel das Integral linlcs iibefr das von a um- 
schlossene Gebietj das Integral rechts iihcr 6selher sich ausdeJint. 

Ill dieseu Formeln ist bekauntlich : 

dx 



^- = cos u. 
dv 

dy 

--'- = cos V. 

C V 



dx 
dv 




cos 


u, 


dy 

dv 




COS 


^', 



dz 

— - =,cos u\ 

OV ' 



wo I/, V resp. u, v, w A\q Winkel vorstellen, unter denen 
die Normale v gegen die Coordinatenaxen geneigt ist. 

Audi kann man, falls I irgend eine der Coordinaten 
Xy y resp. x, y, z vorstellt, sammtliehe filnf Formeln (39.) 
zusammenfassen in die eine Formel: 

wo dx die in (38.) genannte Bedeutung hat. 

*) Vgl. die 6?»'cen'sclieii Abh. in Crelle's Journal, Bd. 39, 41, 47. 
Wir 8in(t leider gezwungen auf diese etwas monoionen Formeln genauer 
einzugehen, well wir von denselben vielfachen Gebraacli zu machen 
haben. • 

Neumann, Potential. 2 



39. 



40. a 
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Vermittelst der Formeln (39.) gelangt man sofort zu 
weiteren wichtigen Satzen, die folgendermassen zusammen- 
gestellt werden konnen: 

Zweites System von Formeln. — Es sei 6 eine geschlossene 
Curve Oder Fldche mit der inn em Normale v. Ferner seien 

W=W[x,y) I W=W{x,y,z) 

zwei gegehene Functionen der rechtwinhligen Coordinaten. Auch 
sei vorausgeseM, dass 



^' dx ' dy ' 
dW dW 



V ^Z ?Z IZ 

' dx ' dy ' dz ' 
j^ dW dW dW 
^' dx ^ d'y ^ "dz 



dx ' dy 

innerhdlb a allenthalben stetig sind, Alsdann gelten die 
Formeln : 

io.fi J(V{h.V)+{EV))dt = — fv^^d6, 

4o.r f^ViAW) - W{,AV))dx^-J{v^-^-W^-l^ do, 

WO der Index 3 ^^^ Integration andeutet, welche sich mis- 
dehnt Uher das von 6 umschlossene Gebiet % 

Man gelangt n'amlich zu (40. a), indem man in den For- 

dV dV dV dV dV 

meln (39.) fur f die Ableitungen ^, ^ resp. ^> ^, j^ 

substituirt. Sodann gelangt man zu (40. /3) dadurch, dass 
man in den Formeln (39.) fur f die Ableitungen -^ , . . . 
substituirt; und endlich zu (40. y), sobald man in jenen For- 
meln filr f die Grossen (F^ ^^) ' ' ' ' substituirt. 

Erfiillen die Functionen V, W ausser den ihnen schon 
auferlegten Bedingungen auch noch die Gleichungen AF= 0, 
A 1^=0; so geht die Formel (40. y) iiber in: 

und hieraus entspringen folgende weitere Satze: , 
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Drittes System von Formeln. — Veft'steht man tinier V 
eine Function, welche ausser den vorhin gefiannten Ikdingungen 
der Stetiglceit auch nocli der Gleichung 

AF=0 

Geniige leistet, und versteht man ferner unter a und i zwei 
Puncte, von denen der eine ausserhalb, det* andere innerhalh 
6 Uegtj so gdten die Formeln: 

WO T^ und P (vgl. 38.) auf die Entfernungen der Functe a 
und i vom Elemente d6 sich heziehen. 

Wir bemerken sofort, dass alien von uns fiber F, W 
gemachten Voraussetzungen Genuge geschieht, sobald wir fiir 
V, W die Potentiale irgend welcher ausserhalb a gelegener 
Massen nehmen. Und wir konnen daher 

Ueber die Potentiale ausserer Massen uns fol gender- 
massen ausdrucken: 1st a eine geschlossene Curve oder Fldche 
mit der inn em Normals v, und sind V, W Potentiale, der en 
Massen theils ausserhalb, theils auf liegen, so gelten die 
Formeln: 

~ ~ do = 0, 41. a 

/(''f-^l?)''»-o. 



Jl 



WO T^, P, sowie auch der Index 3 genau dieselben Bedeu- 
tungen haben me in (40. a, fi, . . , b). 

BemerJcung, — Sind die Massen der Potentiale V, W 

zum Theil auf 6 ausgebreitet, so haben bekanntlich |— , ^— 

zu beiden Seiten von a verschiedene Werthe, die etwa zu be- 
zeichnen sind mit 

2* 



41. • 



I. 



II. 
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In den vorstehenden Formeln (41.a, ji, . . s) sind durchweg 
die Werthe auf der innet'n Seite zu nehmen; so dass also 
z. B. die erste jener Formeln eigentlich so zu sclrreiben ist: 

/(in, "» - »■ 

In der That wiirde die Formel, wenn man den Index i 
mii a vertauschen wollte, fehlerhaft sein. Deun nehmen wir 
z. B. an, V ware das Gesammtpotential irgend weleher 
ausserhalb o gelegener Massen Ma und einer avf a ausge- 
breiteten Belegung M^,, deren Dichtigkeit da ist, so findet 
[nach (34.)] die Relation statt: 

J) - (1^).- -2-*- 

Hieraus aber folgt durch Integration 

fm."'-M:)."'=-''M' 

d. i. = — 2^ Ma; 

und hieraus durch Subtraction der Formel (I.): 



/(lr)/''^=^.^'^- 



woraus ersichtlich, dass das von uns betrachtete Integral 
(I.), (II.) in der That, je nach Hiuzufiigung des Index i oder 
a, sehr verschiedene Werthe hat. 

Ueber die Fotentiale innerer Massen. — Liegen die 
Massen der Potentiale F, W nicht ausserhalb, sondern inner- 
halb 6, so gelten analoge Satze. Eine kurze Andeutung 
fiber die Ableitung dieser Satze woUen wir geben, nachdem 
wir dieselben zuvor ausgesprochen haben. Sie lauten: 

Ist eine geschlossene Curve oder Flciche mit der dussern 
Normale N, und sind Vy W die Fotentiale irgend weleher 
Massen, die tlieils innerhalh theils auf a liegen, und deren 
Summe = M istj so gelten die Formeln: 
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.1 

ndmlich = 0, oder = cx), jenach- ! Der Jwefco? 91 5oZZ andmten dass 
dcm M <7?c/c^ Oder von t^er- die Integration sich ausdehnty uher. 
schieden ist, Der Index 51 soll[ das ausserhalh der Fldche ahe- 
andeuten , dass die Integration ' findliche Gehiet 21. 
ausgedehnt ist Uher das ausser- ! 
halh der Curve g liegende Ge- ■ 
hict %. , 



/w rfew heiden letzten Formeln sind unter a und i irgend zwei 
Ihmcte zu verstehen^ von denen der eine ausserhalb, der andere 
innerhalb 6 liegt GUichzeitig ieziehen sich T^ und P auf 
die Entfernungen dieser Puncte vom Elemente da. 

Die Ableitung dieser Satze (42.) ist mit der der friiheren 
Satze (41.) einigermassen parallel. In ahnlicher Weise nam- 
lich, wie wir zu jenen friiheren Satzen (41.) durch Anweu- 
dung der Formeln (39.), (40.) auf das innerhalb a liegende 
Gebiet ^ gelangten, in ahnlicher Weise konnen wir zu den' 
gegenwartigen Satzen (42.) durch Anwendung eben derselben 
Formeln auf das ausserhalb a befindliche Gebiet 51 gelangen.*) 
Dabei ist es zweckmassig, dem Gebiete 51 provisorisch eirie 
gewisse aussere Begrenzung zu geben, dargestellt durch eine 
mit ungeheurem Radius beschriebene Kreislinie resp. Kugel- 
flache. Wir konnen alsdann die Werthe, welche V, W auf 
dieser provisorischen Begrenzung besitzen, in Reihen ent- 
wickeln [nach (15.)]. Haben wir nun unter Anwendung 



*) Wir konnen 51 das zu 3 compJementare Gebiet nennen, indem 
beide Gebiete zusammen die ganze unendliche Ebene reap, den ganzen 
unendlichen Baum ausmachen. 



42. e 



I. bis 



U. 
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dieser Reihenentwickelungen die Formelu (40.) fiir das mit 
einer provisorischen aussern Grenze versehene Gebiet 31 
wirklich aufgestellt^ so konnen wir schliesslich deu Radius 
dieser aussern Begrenzung ius Unendliclie anwachsen lasseu ; 
und hierdurch ergeben sich alsdann die Formeln (42.). 

Bemerkung. — Liegen die Massen der Potentiate F, W 

theils axif 0. so sind bekanntlich die Werthe von ^, v.^, 

zu beiden Seiten von 6 terschieden, und demgemass etwa zu 
bezeiehnen mit: 

In den vorstehenden Formeln (42. a, /3, ... 5) sind stets 
die Werthe auf der aussern Seite zu nehmen; so dass z. B. 
die erste dieser Formeln bei genauerer Schreibweise so lautet: 

Besieht also z. B. die das Potential V liervorbriugende Masse 
M aus zwei Theilen: 

M = M, + Ma, 

von denen der eine M,- innerJialb a liegt^ wahrend der andere 
Mo auf 6 ausgebreitet ist^ so kann die Formel (I.) auch so 
gescbrieben werden: 

Um dasselbe Integral fur den Index i (statt a) zu erhalten^ 
bemerken wir zunachst^ dass 

ist^ falls da die Dichtigkeit der auf 6 ausgebreiteten Masse 
Ma vorstellt. EQeraus folgt durch Integration sofort: 

und hieraus mit Rucksicht auf (I. bis) : 

woraus ersichtUch, dass das von uns betracht-ete Integral (I.)^ (II.) 
in der That, je nach EQnzufugung des Index a oder t, sehr 
verscliiedene Werthe hat. 



43. « 
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Zusammenfassung. — Die Formeln (41. y, d\ s) sind 
Yollstandig analog den Formeln (42. y, d, a). Will man diese 
Analogie noch deutlicher hervortreten lassen, so bezeichne 
man irgend eines der beiden Gebiete 31, 3 — gleichgtiltig 
welches — mit W, und die innerhalh dieses Gebietes liegende, 
auf seiner Begrenzung errichtete Normale mit n. Alsdann 
kann man jene Formeln (41.;', d, a) und (42. y, d, a) zu- 
sammenfassen, indem man sagt: 

Liegen die Massen der Poteutiale F, W ausserhalb des 
gegebenen Gebietes @, und bezeichnet g irgend einen Punct 
innerhalb 0, andererseits h irgend einen ausserhalb ge- 
legenen Punct, so gelten die Formeln: 

wo T^f T^ sich beziehen auf die Entferiiungen der Puncte 
g^ h vom Element d0» 

Verallgemeinerung der Green'schen Formeln. 

In der Ebene. — Die unendliche Ebene zerfallt durch 
eine geschlossene Curve 6 in einen iunern Theil 3 ^^^ einen 
aussern Theil 31. Die Flache 3 besitzt nur eine Randcurve, 
ebenso 31.*) 

Denken wir uns Von der Flache 3 irgend ein in ihrem 
Innern liegendes Stuck abgesondert, so wird die zuriick- 
bleibende Flache 0wei Randcurven haben. Aus dieser Flache 
kann durch. Wiederholung desselben Processes eine Flache 
mit drei Randcurven abgeleitet werden u. s. w. Wir woUen 
all' diese Flachen mit % genaqer etwa mit 3^"*^ bezeichnen, 
der Art, dass 3^**^ ^^ Ganzen n Randcurven besitzt. 

*) Die Flache % ist namlich ausserlich tmbegrenzt, and hat also 
nach Aussen bin keine Grenze. Und es ist also in der That die Flache 
^ nur mit einer einzigen Grenze oder Bandcurve versehen^ dies ist 
die Curve a. 
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In genau derselben Weise konnen wir die Flache % be- 
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern 
liegendes Stiick absondern; u. s. w. Die so entstehenden 
Flachen bezeichnen wir sammtlich mit SI oder 31^**^, der Art, 
dass 9l<") im Ganzen n Randcurven besitzt. 

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flachen 
3^"^ und 9l(") besteht oflPenbar darin, dass 3^"^ nach Aussen 
begrenzt ist, wahrend 31^**^ nach Aussen t^nbegrenzt ist. 

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Be£rachtungen 
im Raume^ so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten 3^"^ 
und St^**) . von analoger Beschaffenheit. 

Die Green'schen Formeln. — Man uherzeugt sich nun 
isiemlich leicht, dass die Formeln (41. a, fi, , . . s) guUig sind 
filr jedes Gebiet ;3^"^ w**^ dass andererseits die Formeln 
(42. «;/?,...£) GiiUigkeit lesitzen fur jedes Gebiet W'^K 



§ 8. 
Der Gauss'sclie Satz des aritlimetisolien Mittels. 

Wir wollen das Potential V eines willkiihrlich gegehenen 
3Iassensystems untersuchen, unter Anwendung einer »Kreis- 

linie oder Kugelflache 6, die um 
einen beliebigen Punct c mit be- 
liebigem Radius A beschrieben ist. 
Bezeichnen wir die ausserhalb 6 
gelegenen Massenpuncte des Sy- 
stems mit m, mj, m^; . . ., und 
die innerhalb gelegenen mit 

i^f f^i? ^2} • • -9 so wird jenes 
Potential V in irgend einem 
Puncte*) 6 der Kreislinie oder 
Kugelflache 6 den Werth haben: 

Multipliciren wir diese Gleichung mit d0 (d. i. mit dem 




*) Eb kann wohl kein Missverst^Ddniss hervorbringen , dass wir die 
Kreislinie oder Kugelfliiche 'mit <r, und emen auf ihr gelegenen Punct 
ebenfalls mit a bezeichnen. 
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Element jener Ereislinie oder Eugelflache 0) , und iutegrireu 
wir sodann Qber sammtliche Elements da, so folgt: 

fV„d(S = S (mfT,n«d0) + U (fi/T^ada). 

Nun ist aber nach (32. a, i): 



/Tmada = {/da) log y , 
./T^\da = (/da) \og^, 



/T„,„da = (Jda) j: , 
/T^ada = (/da) -]- , 



wo r die Ceutraldistanz deb Punctes m vorstellt. Durch Sub- 
stitution dieser Werthe folgt sofort: 

oder was dasselbe ist: 



oder was dasselbe ist: 



J da ^r ^A ^^• 



1 
A 



Enthdlt das gegehene System Massmpuncte, die gerade 
attf liegeUj so Mnnen dieselben, wie der blosse AnhlicJc der 
Formdn (45.) sofort erkennen Idsst , nach Belieben den m 
oder den [i heigesellt werden. 

Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die sammt- 
lich ausserhalb a liegen, so erhalten wir aus (46.): 

i d. i. = n, 



= ^ [m log y j , 



/do 

d. i. = Fc, 

WO Vc den Werth von V im Centrum c von bezeichnet. 

Besteht endlich das System aus Massenpuncten^ die sammt- 
lich innerhalb a liegen, so folgt aus (46.): 



JV„d. 



M log -^ , 






da 






WO M die Gesammtmasse des Systems reprasentirt. 

Diese Pormeln (45.), (46.), (47.), (48.) reprasentiren den 
Gauss'schen Satz des arithmctiscJmi Mittels*)] denn wir 
konnen mit Biemann den Quotienten 



45. 



46. 



47. 



48. 



*) Gaoss* allg. Lehrs^tze. Art. 20. 
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44. 



In genau derselben Weise konnen wir die JbTache 51 be- 
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern 
liegendes Stiick absondern; u. s. w. Die so entstehenden 
Flachen bezeichnen wir sammtlich mit 21 oder 5[t^), der Art, 
dass 21^") im Ganzen n Randcurven besitzt. 

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flachen 
3^"^ und Sl^") besteht oflPenbar darin, dass 3^"^ nach Aussen 
begrenzt ist, wahrend 21^**^ nach Aussen wnbegrenzt ist. 

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Betrachtungen 
im Raume^ so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten 3^**^ 
und 2i^**) . von analoger Beschaffenheit. 

Die Green'schen Formeln. — Man iihersengt sich nun 
ziemlich leicht, dass die Formeln (41. «,/?,...£) giiltig sind 
fiir jedes Gebiet ^^^\ und dass andererseits die Formeln 
(42. «;/},...£) Giiltigkeit hesitzen fiir jedes Gebiet 21^"^. 



§ 8. 
Der Gauss'sche Satz des aritliinetisolien Mittels. 

Wir woUen das Potential V eines willkUhrlich gegehenen 
3Iassensystems untersuchen, unter Anwendung einer <Kreis- 

linie oder Kugelflache 0j die um 
einen beliebigen Punct c mit be- 
liebigem Radius A beschrieberi ist. 
Bezeichnen wir die ausserhalb a 
gelegenen Massenpuncte des Sy- 
stems mit m, mj, m.^, . . ., und 
die innerhalh o gelegenen mit 

f*; f^i; ^2; • • •? so wird jenes 
Potential V in irgend einem 
Puncte*) der Kreislinie oder 
Kugelflache a den Werth haben: 

Va = Jlml\a + ^i^T^a> 

Multipliciren wir diese Gleichung mit d0 (d. i. mit dem 




*) Es kann wohl kein Missverstandniss hervorbringen , dass wir die 
Kreislinie oder Kugelflache 'mit <y, und einen auf ihr gelegenen Punct 
ebenfcUls mit <r bezeichnen. 
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Element jener Ereislinie oder Eugelflache tf) , und iutegriren 
wir sodann fiber sammtliche Elements do, ao folgt: 

fVada = U {mjT^ada) + U ((i/T^^dc). 

Nun ist aber nach (32. a, i): 



fT„,„da = {/da) log y , 
fT *„da=^ (/da) log ~, 



/T,nada = (Jda) jr , 
/T^ada = {/da) -\ , 



wo r die Centraldistanz de& Punctes m vorstellt. Durch Sub- 
stitution dieser Werthe folgt sofort: 

7^=^r ^«r )+^(''^gA)- 1 'fir = 2 ^- + ^ A , 



oder was dasselbe ist: 



oder was dasselbe ist: 



^;^-^"+^^- 



1 
A 



9;^ 
r 



Enthdlt das gegebcne System Masscnpunde, die ycrade 
axif liegeriy so Jconnen dieselhen^ wie der blosse AnblicJc der 
Formeln (45.) sofort erkennen Idsst , nach Belieben den m 
oder den [i heigeselU werden, 

Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die sammt- 
lich ausserhalh o liegen, so erhalten wir aus (46.): 

d. i. == Fc, i d. i. = Fc, 

wo Vc den Werth von V im Centrum c von bezeichnet. 

Besteht endlich das System aus Massenpuncten ^ die sammt- 
lich innerhalb a liegen, so folgt aus (46.): 

fVad6_ _ M 

Jda ~^' 

wo M die Gesammtmasse des Systems reprasentirt. 

Diese Formeln (45.), (46.), (47.), (48.) reprasentiren den 
Gauss'schen Satz des arithmctischen Mittels*)] denn wir 
konnen mit Biemann den Quotienten 



/^-^^ Ml » 
7^ = '^^^°^A' 



45. 



46. 



47. 



48. 



*) Gaoss* aUg. Lehrsatze. Art. 20. 
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In genau derselben Weise konnen wir die Flache 51 be- 
handeln, indem wir von derselben ein in ihrem Innern 
liegendes Stiick absondern; u. s. w. Die so entstehenden 
Flachen bezeichnen wir sammtlich mit 21 oder %^^\ der Art, 
dass 21^") im Ganzen n Randcurven besitzt. 

Der charakteristische Unterschied zwischen den Flachen 
^(w) und Sl^") besteht oflPenbar darin, dass 3^"^ nach Aussen 
begrenzt ist, wahrend 21^**^ nach Aussen wwbegrenzt ist. 

Im Raum. — Wiederholen wir dieselben Befrachtungen 
im Raume^ so gelangen wir zu gewissen Raumgebieten 3^"^ 
und 21^**^ . von analoger Beschaffenheit. 

Die Green'schen Formeln. — Man uherzeiigt sich nun 
ziemlich leicht, dass die Formeln (41. a, /J, ... £) gultig sind 
filr jedes Gebiet 3^"*^ ^**^ ^^ss andererseits die Formeln 
(42. «,/},...£) GUltigheit hesitzen filr jedes Gebiet W^K 



§ 8. 
Der Gauss'sche Satz des aritliinetisclien Mittels. 

Wir wollen das Potential V eines willkUhrlich gegehenen 
Massensystems untersuchen, unter Anwendung einer »Kreis- 

linie oder Kugelflache (?, die um 
einen beliebigen Punct c mit be- 
liebigem Radius A beschrieberi ist. 
Bezeichnen wir die ausserhalb a 
gelegenen Massenpuncte des Sy- 
stems mit m, mj, m.^, . . ., und 
die innerhalb 6 gelegenen mit 

f*; f^i; ^2 9 ' • "i so wird jenes 
Potential V in irgend einem 
Puncte*) der Kreislinie oder 
Kugelflache 6 den Werth haben: 

Multipliciren wir diese Gleichung mit d(S (d. i. mit dem 




*) Eb kann wohl kein Missverst^ndniss hervorbringen , dass wir die 
Kreislinie oder Kugelflache 'mit <y, und einen auf ihr gelegenen Punct 
ebenfcUls mit a bezeichnen. 
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£leiuent jener Ereislinie oder Eugelflache 0) , und iutegrireu 
wir sodann Qber sammtliche Elements da, so folgt: 

fVada = S (mjT^ada) + S ((ifT^ada). 

Nun ist aber nach (32. a, i): 



fT„,„da = {/da) log y , 
./T *ada ^(/dc) log ^, 



/T,„ada = (Jda) j: , 
fT^„d<5=={fda)\, 



wo r die Centraldistanz deS Punctes m vorstellt. Durch Sub- 
stitution dieser Werthe folsct sofort: 



oder was dasselbe ist: 



/ 



Vadc __2- + i:;- 



^ 



r 



oder was dasselbe ist: 



Enthdlt das gegebcne System Masscnpuncte, die yerade 
auf Uegefij so Jconnen dieselben, wie der blosse Anblick der 
Formeln (45.) sofort erkennen Idsst , nach Belt eh en den m 
oder den [i beigesellt werden. 

Besteht ferner das System aus Massenpuncten, die sammt- 
lich ausscrhalb o liegen, so erhalten wir aus (46.): 

d. i. == 7c, j d. i. = Fc, 

wo Vc den Werth von V im Centrum c von a bezeichnet. 

Besteht endlich das System aus Massenpuncten ^ die s'ammt- 
lich innerhalb a liegen, so folgt aus (46.): 

Jda ~ A> 

wo M die Gesammtmasse des Systems reprasentirt. 

Diese Formeln (45.), (46.), (47.), (48.) reprasentiren den 
Gatiss'schen Satz des arifhmctischen Mittels*)\ denn wir 
konnen mit Biemann den Quotienten 



f^'^" Ml • 

7^ = '^^°^A' 



''') GaosB' aUg. Lehrsatze. Art. 20. 



45. 



46. 



47. 



48. 
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das arithmetische Mittel derjenigeu Werthe nennen, welche 
die Function V auf der Kreisliuie oder Kugelflache besitzt. 

Von besonderer Eiufachlieit siud die Specialfalle (47.) 
imd (48.). In Betreff des erstern konnen wir uns folgender- 
niassen, ausdriicken: 

Liegen die Massen eines Potentials V ausserhafb einer 
49. gegebe^wn Kreislinie oder Kugelflache 6, so ist das arithmetische 
Mittel alter auf a vorhandenen Werthe von V eoensogross , als 
der Werth von V im Centrum. — Es miissen also die auf 
6 vorhandenen Werthe entweder theils kleiner, theils grosser 
sein als der Central werth, oder sammtlich ebensogross sein 
wie jener Centralwerth. 

Und andererseits konnen wir in Betreff des Specialfalls 
(48.) uns folgendermassen expliciren: 

Liegen die Massen eines Potentials V innerhalb einer 
gegebenen Kreislinie oder Kugelflache a, so ist das arithmetische 
Mittel alter auf a vorhandenen Werthe von V unabhd^igig 
von der Vertheilung der Massen, also z. B. ebensogross^ 
als ob sdmmtliche Massen im Centrum von a vereinigt wdren. 
Bei einer solchen Vereinigung wiirde V auf 6 den constanten 
Werth 



50 



51. 



M log -^ 



M 
A 



besitzen^ und das arithmetische Mittel ebensogross sein; so 
dass also der von uns soeben ausgesprochene Satz (50.) augen- 
blicklich zur Reproduction der in (48.) gegebenen Formeln fuhrt. 

Endlich folgt aus (48.), wenn man M = annimmt, ein 
uoch speciellerer Satz, der so lautet: 

Liegen die Massen eines Potentials V innerhalb einer 
gegebenen Kreislinie oder Kugelflache 6, und ist die Summe 
dieser Massen =0, so wird das arithmetische Mittel alter 
auf vorhandenen Werthe von V ebenfalls = sein, — Es 
miissen also diese auf vorhandenen Werthe entweder theils 
negativ theils positiv, oder sammtlich = sein. 
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§ 9. 
Die Maxima und Minima des Potentials. 

Denken wir uns iu der Ebene oder im Kaume die Werthe 
irgend einer Function ausgebreitet, so wird diese Function 
in einem gegebenen Puncte cc entweder ein Maximum oder 
ein Minimum oder einen Uebergangswerth, oder endlich einen 
cmistanten Werth haben. Wir wollen namlich mit dem Naraen 
Uebergangswerfh einen solchen bezeichnen, der unter seinen 
Nachbarwertlien eine mittlere Rangstufe einnimmt, indem er 
einige dieser Nachbarwerthe au Grosse iibertriflft, anderen 
nachsteht. Um uns genauer ausdruckeu zu konneii, be- 
schreiben wir um den betrachteten Punct a als Mittelpunct 
eine kleine Ereislinie oder Kugelflache 0, Alsdann wird der 
in cc vorhandene Werth ein Uebergangswerth zu nennen sein, 
wenn derselbe, wie weit man die Verkleinerung von aucli 
tfeiben mag, unter den im lunern von enthaltenen Werthen 
stets eine mittlere Rangstufe einnimmt. Andererseits wird 
die betrachtete Function im Puncte a constant heissen*), 
wenn der im Puncte a vorhandene Werth, nach gehoriger 
Verkleinerung von a, genau ebenso gross ist, wie alle iibrigen 
im Innern von befindlichen Werthe. 

Solches vorangeschickt, wenden wir uns zu unserm 
eigentlichen Gegenstande. Es sei V das Logarithmische oder 
Newton'sche Potential gegebener Massen. Der Werth dieses 
Potentials in einem gegebenen Punct a mag mit 

v., 

und gleichzeitig mogen die Werthe des Potentials in der 
Nachbarschaft von a mit 

bezeichnet sein, so dass also die Grossen i die Abweichungen 
dieser Nachbarwerthe von Va vorstellen. Endlich mag um 
a als Mittelpunct 



1. 



*) Mau entschuldige die Kurze des Ausdrucks. Genauer musstc 
man sagen: constant im Bereich des Punctes a. 
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3. 



4. 



eine kleine Kreislinie beschrie- 
ben gedacht werden. Irgend ein 
Element diesef Linie heisse dc. 



eine kleine Kngelfldche cr be- 
schrieb^n sein. Irgend ein Ele- 
ment dieser Fl^che heisse dc. 



Wir wollen nun festsetzen, der Puuct a solle ausser- 
halb der gegebenen (das Potential V* erzeugenden) Massen 
liegen, mithin von all' diesen Massen durch irgend welche, 
wenn auch beliebig kleine, Entfernungen getrennt sein, und 
jene Kreislinie oder Kugelflache a mag gleich von Anfang 
so klein sein, dass sie ebenfalls ausserhalb jener Massen 
liegt. Alsdann ist [nach bekanntem Satz, Seite 26J das 
arithmetische Mittel aller auf a vorhandenen Potentialwerthe 
ebenso gross wie der im Centrum, d. i. in a vorhandene 
Werth; also: 

fVda 



fda 



== V 



oder mit Riicksicht auf (2.): 

Va(fda)+f^ da 

fda 



= F«, 



oder was dasselbe ist: 

die Integrationen ausgedehnt gedacht uber alle Elemente d0 
der kleinen Kreislinie oder Kugelflache 6, — Diese Formeln 
werden offenbar giiltig bleiben, wenn wir nachtniglicli 
noch weiter verkleinern. Bezeichnen wir also die Kreislinie 
oder Kugelflache a in irgend welchen Stadien dieser weitern 
Verkleinerung mit o\ (?", . . . und die zugehorigen | resp. 
mit I', I ",..., so konnen wir schreiben: 

Jl d(S =0, 
/r rfcr' = , 



Hieraus folgt, dass die auf vorhandenen | entweder sammt- 
lick Null J oder theils positiv fheils negativ sind; dass ferner 
Gleiches gilt von den auf 0' vorhandenen Werthen |'; u. s. w. 
Und hieraus erkennt man leicht, dass das Potential V im 
Puncte a entweder einen constanten Werth, oder einen Ueher- 
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gangswerth haben muss. Doch wird es gut sein, die be- 
treffende Schlussfolge etwas umstandlicher darzulegen, und 
zugleich gewisse Bemerkungen beizufiigen. 

Offenhar sind nur zwei Falle mbglich: Entwede>' werden 
die 5> nacli gehoriger Verkleineruiig von cf, innerhalb 6 
allenthalben =0 sein. Oder es werden, wie weit man jene 
Verkleinerung auch treiben mag, innerhalb a stets nocli 
Puncte enthalten sein, in denen | von^O abweieht. — Es ist 
nothig, jeden dieser beiden Falle genauer zu betraehten. 

Erster Pall: Nach gehoriger Verkleinerung von a sind 
die innerhalb a befindlichen 5 sammtlich = 0. Alsdann 
ist oflfenbar V innerhalb o constant, raithin constant zu 
neunen im Bereich des Punctes a. Auch wird dieser con- 
stante Werth [nach bekanntem Satze (18.) Seite 9.] sich ebenso 
weit erstrecken, als jenes Bereich, unbeschadet seiner Massen- 
leere*), ausdehnbar ist, und folglich 

= F^ , d. i. =0 oder oo 
sein**), falls jenes Bereich, unbeschadet seiner Massenleere, 
bis ins Unendlichferne erweitert werden kann. Den con- 
stanten Werth cx) annehmen zu wollen, wiirde absurd sein; 
so dass also nur der Werth iibrig bleibt. 

Wir erkennen somit, dass in dem hier betrachteten 
ersten Fall V im Bereich des Punctes a einen constanten 
Werth hat; dass ferner dieser constante Werth sich ebenso 
weit erstreckt, als jenes Bereich, unbeschadet seiner Massen- 
leere, ausdehnbar ist, und dass derselbe = sein muss, falls 
eine solche Ausdehnung bis ins Unendliche stattfinden kann. 

Zweiter Fall: Wie weit man die Verkleinerung von 6 
auch treiben mag, stets bleibt innerhalb' a noch irgend gin 
Punct /J angebbar, in welchem 5 von abweieht, nach der 
positiven oder nach der negativen Seite hin. Nehmen wir 
zunachst an, | besitze in /3 einen positiven Werth; alsdann muss 

auf einer um a mit dem Radius j| auf einer um a mit dem Radius 
a§ beschriebenen HUlfs - Kreis- 1 a j3 beschriebenen Htilfs - Kugel- 
linie <?' llflache a' 



*) Das Bereich des Punctes a soil beliebig erweitert werden, jedoch 
80, dass dasselbe stets ausserhalb der gegebenen Masseu bleibt. 

**) Es ist namlich V^r, je nach Umstilnden bald =0, bald = oo; 
vergl. Seite 9. 
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nothwendig ein Punct y existiren, in welchem | einea von 
verschiedenen negativen Werth hat; wie solches durch An- 
wendung der Formel (3.) auf c' augenblicklich sich ergiebt. 
Und ist umgekehrt ^ in § negativ^ so muss auf dieser Hiilfs- 
Kreislinie oder Hiilfs-Kugelflache a' irgend ein Punct y 
■ existiren, in welchem | positiv ist. 

In dem hier untersuchien zweiten Falle sind also, wie 
weit die Verkleinerung von a auch getrieben sein mag, inner- 
halb a stets sowohl positive als auch negative Werthe von g 
anzutreffen; so dass also V im Puncte a einen sogenannten 
Uehergangswerfh besitzt. 

Zusammenfassiing. — Die beiden betrachteten Falle sind, 
wie aus ihrer urspriinglichen Definition hervorging, die einzig 
moglichen, Somit gelangen wir, Alles zusammengefasst, zu 
folgendem 

Theorem. 

Das Potential eines gegebenen Massensystems wird stets in 
einem Puncte, der ausserhalh dieser Masse liegt, entwedei' 
einen U eh er gangs werth hesitzen, oder daselbst constant 
sein. Im letztern Fall wird der im JBereich des Punctes vor- 
handene constante Werth so weit sich erstrecken, als jenes 
Bereich, unbeschadet seiner Massenkere, erwdtert werden d^rf, 
und = sein, falls diese Erweiterung bis m unendlich fernen 
Puncten fortgesetzt werden kann. 

Aus diesem Theorem ergiebt sich sofort, dass das Po- 
tential gegebener Massen in einem Puncte, der ausserhalh 
dieser Massen liegt, niemals ein Minimum oder Maximum 
haben kann. Und dieser Bemerkung entspricht die dem §. 
gegebene Ueberschrift. 

§ 10. 
Einige Bezeiclmungen und Bemerkungen. 



Es sei eine gescMossene Curve, 
durch welche die Ebene in einen 
Sussern Tbeil 91 und in einen 
innem Theil 3 zerlegt wird. 
In der ganzen unendlichen Ebene 



Es sei(y eine geschlossene Fldche, 
durch welche der Baum in einen 
Sussern Theil 91 und in einen 
innem Theil 3 ze^egt wird. 
Im ganzen unendlichen Baum 
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existiren alsdann drei Katego-I existiren alsdann drei Katego- 
rien von Puncten, n&mlich: 'rien von Puncten n&mlich: 

Erste Kategorie: Die Puncte des Gebietes 31 (exclusive a) . . a, 

Zweite Kategorie: Die auf a gelegenen Puncte cr, «. 

Dritte Kategorie: Die Puncte des Gebietes 3 (exclusive a) . ,i. 

Bezeichnen wir diese Kategorien respective mit a, a, i, 
so v^erden also z. B. unter den Puncten a sammtliche Puncte 
des Gebietes 21 zu verstehen sein, mit Ausnahme derjenigen, 
welche auf seiner Grenze, d. i. auf <y liegen. Es werderi 
mithiu unter den a nur solche Puncte des Gebietes 51 zu 
verstehen sein, v^elche von seiner Grenze o durch irgend 
welche ; v^enn auch beliebig kleinC; Entfernungen getrennt 
sind. Analoges gilt von den i. 

Wir haben soeben das Wort Grenze gebraucht, und 
unter der Grenze des Gebietes 21 die Curve resp. Flache a i. 
verstanden. In der That ist das Gebiet 2t ausserlich unhe- 
grenzt^ und besitzt also, dem Wortlaute zufolge nach Aussen 
bin keine Grenze ; sondern nur eine gewisse innere Grenze, 
v^elche letztere durch a dargestellt ist.*) 

Da das Gebiet nach Aussen i^nbegrenzt ist, so konneu 
die Puncte a ihrerseits von Neuem in zwei Kategorien zer- - 8. 
legt werden, namlich in die endlichen Puncte a, und in die 
unendlieh fernen, Letztere mogen mit a^ oder kiirzer (und un- 
serm friiheren Usus mehr entsprechend) mit oo bezeiijjinet sein. 

Ist von irgend einer in der Ebene resp. im Raum aus- 
gebreiteten Function F die Rede, so werden 

unter ^ Fa ihre Werthe resp. in den Puncten 

\f, 

zu verstehen sein. Demgemass konnen wir z. B. die Fi als 
Werthe innerhalb 3; die Fa als Werthe an der Grenze von 
3 bezeichnen.**) U. s. w. 



a 
a 



* Man vergl. die Note auf Seite 23. 

**) Beim Gebrauch der Worte in und innerhalb drangt sich fast 
unwillkuhrlich eine gewisse Unterscheidung auf. Ist z. B. von den 
Werthen im Gebiete 3 die Kede, so wird man darunter die Werthe 
F-, Fg sich denken. Ist hingegen von den Werthen innerlidlh 3 die 
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Bemerkung. — In gleichem Sinne wie a werden wir 
zuweilen auch den Buchstaben s anwenden. Auch werden 
wir bisweilen die Buchstaben a, i durch a^j ersetzen, indem 
wir z. B., wenn von zwei Puncten der Kategorie a die Rede 
ist, den einen mit a, den andern mit a benenneu. 

§ 11. 

Die extremen Werthe des Potentials fiir ein gegebenes Oebiet. 

(Gebiet 91.) 

Wir wollen hier hauptsaeblich das Gebiet 51 in Betracht 
Ziehen, niimlieh diejenigen Werthe untersuchen, welehe ein 
gegebenes Potiential V in diesem Gebiete 91 besitzt, unter 
der Voraussetzung, dass die Massen des Potentials ausse^lialb 
Ul liegen. Oder genauer ausgedriickt: Wir wollen die Ge- 
saramtheit der Werthe Vaj Va, also die Gesammtheit der in 
und an der Grenze von 91 ausgebreiteten Werthe in Betracht 
Ziehen, unter der Voraussetzung , dass die das Potential er- 
zeugenden Massen theils ausserhalb 9t (d. i. innerhalb 3)> 
theils auf der Grenze von 91 (d. i. auf a) gelegen sind. 
Namentlich wollen wir unser Augenmerk richten auf die 
beiden Extreme K und G der genannten Werthe, indem wir 
unter K den Meinsten der Werthe Va, Va^ und unter G den 
grossten derselben verstehen. 

Saniiatlujhe Puncte a sind [nach ihrer Definition, vgl. 
den vorhergehenden §] von a durch irgend welehe, wenn 
auch noch so kleine, Entfernungen getrennt; so dass also 
jedweder Punct a ausserhalb der gegebenen Massen liegt. 
Zufolge des Theorems (5.) wird daher das Potential V in 
jedem Puncte a entweder einen Uehergangswerth oder einen 
constanten Werth haben. Letzteres jedoch kann, wie eben- 
falls aus jenem Theorem folgt, nur dann stattfinden, wenn 
V im Gebiete 91 aUenthalben constant und zwar = ist. 

Schl lessen wir also diesen trivialen Fall des NuUseins 
vorlaufig aus, so muss V in jedem Puncte a einen Uebet'- 



Rede, so wird man darunter lediglich die F. zu verstehen geneigt sem. 
Diese Unterscheidung ist in der gegenwartigen Schrift nicht nur in 
den folgenden §§, sondern auch in den schon absolvirten §§ mcisten- 
theils beobachtet. 
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gangswerth haben; woraus folgt, dass die gesuchten extremen 
Werthe K, G in keinem Puncte a , oder wenigstens in keinem 
endlichen Puncte a anzutreffen sind^ dass sie also nur auf 
der Grenze von 91 (d. i. auf a) oder im Unendlichen sich 
vorfinden konnen. Somit gelangen wir, Alles zusammen- 
gefasst, zu folgendem Satz*): 

Theorem (A.). 

1st V das Potential irgend welcher Massen, die ausser- 
halb des Gebietes 51 oder auf seiner Grenze liegen, so sind, 
was die ieiden Extreme K, G der Werthe Vaj Va hetrifft^ 
zwei Falle moglich. 

Erster Fall: V ist in 31 nicht ilherall == 0. Alsdann 

konnen jene extremen Werthe K, G nur auf der 

Grenze von^ oder im Unendlichen sich vorfinden.**) 

Hieraus folgt einerseits, dass fiir jeden endlichen Funct a 

die Formel gilt: 

K<Va<G, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso***)] und anderer- 



*) Das Theorem [A.)^ so wie auch das weiterhin folgende Theo- 
rem {A') sind von mir bereits vor mehreren Jahren (wenn auch in 
etwas anderer Form) publicirt worden, in den Math. Annal. Bd. 3; 
vergl. daselbst namentlich Seite 340—344 und 430—434. 

In Gauss^ allgemeinen Xehrs^tzen Art. 26 findet man eine Stelle, 
welche ubertragen in die von uns angewandte Bezeichnungsweise fol- 
gendermassen lautet: 

Wenn von Massen y die sich hlos innerhalb des endlichen Eaumes 3> 
oder auch ga/nz oder theilweise nach der Stetigkeit vertheilt auf dessen 
Oherfldche a hefindenj das Potential in alien Puncten von a einen con- 
stanten Werth = C hat, so wird das Potential in einem Pimcte a des 
dussern tmendlichen Baumes ^ 

erstlich , wenn (7 = ist, gleichfdlls = , 

zweitens, wenn C nicht = ist, kleiner als C und mit demselben 
Zeichen wie C hehaftet sein. 

Sodann heisst es weiter in Art. 27 : Von diesen beiden Fallen kann 
der erste nur dann stattfinden, wenn die Summe aller Massen = ist, 
der zweite nur dann, wenn diese Summe nicht = ist. 

Man sieht sofort , dass diese Gauss'schen S^tze specielle Falle sind 
von den mit (A,) und {A.') bezeichneten allgemeineren Theoremen. 

**) Dies ist der Hauptinhalt des Theorems, alles Weitere eine un- 
mittelbare Folge. 

***) Dieser Zusatz soil dienen, um der Verwechselung des Zeichens 
< mit dem Zeichen < vorzubeugen. 

Neamann, Potential. 3 



9. 
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10. sdtSf dass jene extremen Werthe K, G identisch sind mit 
zweien der drei Grossen Ka, Ga, F^, wo Ka den Mdnsten und 
Ga den grossten der Wertlie Va vorstellt, 

Zweiter Fall: V ist in 51 iiberall == 0. Alsdann wird 
die eben genannte Formel (9.) nicht mehr gUUig sein, indent 
die durch sie behaupteten Unterschiede der allgemeinen Gleieh- 
heit (ndmlich dem allgemeinen Nullsein) Platz machen; so 
da^s also an Stelle jener Formel folgende zu setzen ist: 

u. K=Va = G = Q. 

Unter alien Umstanden wird mithin, wie aus (9.), (11.) 
folgt, die Formel stattfinden: 

12. K<Va^G. 

Beil8>ufiges. — Wir woUen den speciellen Fall betrachten, 
dass V auf der Grenze des Gebietes 21 constant ^ etwa = C 
ist. Alsdann sind die Va = C, mithin auch Ka = Ga = C, 
Hieraus aber folgt mit Rucksicht auf (10.), dass Ky G iden- 
tisch sein miissen mit zweien der Grossen C, C, V^ , dass 
also entweder 

oder umgekehrt: 

ist. Die allgemein giiltige Formel (12.) nimmt daher im 
ersten Fall folgende Gestalt an: 

a<;F„<F„, 

und im letztern folgende: 

Beides zusammengenommen^ gelangen wir zu folgendem Zusatz : 

Bezeichnet V das Potential irgend welcher Massen, die 

ausserhalb des Gebietes 91 oder auf seiner Grenze liegen, und 

13. ist dieses Potential auf der Grenze constant, etwa = C, so 

werden sdmmtliche Va zwischen C und V^ liegen. — Dieses 

V^ ist je nach Umstanden bald = 0, bald = cx) [vgl. S. 9]. 

Hieran schliesst sich unmittelbar ein weiterer Satz, der 
jedoch nur fiir den Baum gilt, und den wir daher in die 
Spalte rechts setzen. Er lautet: 
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NB. 

Der fttr den Satz rechter Hand 
gegebene Beweis ist in der Ebene 
nicht mehr anwendbar, well hier 
in der Ebene das U^ nicht noth- 
wendig zu sein braucht, son- 
dem auch oo sein kann [vergl. 
Seite 9]. 



Solkn die Massen eines Po- 
tentials V attsserhdH) des Gehietes 
21 resp. auf seiner Qronze Uegen, 
so sind sdmmtUche Va ei/ndeutig 
hestimmt durch Angabe der F<y 

Beweis, — Sind V und F' 
zwei Potentiale, deren Massen 
die vorgeschriebene Lage haben, 
so gilt Gleiches auch von 

u= F— r. 

Haben nun ausserdem Fund F' 
auf <s einerlei Werthe, so wird 
TJ daselbst tiberall = sein. 
Hieraus aber folgt nach (13.), 
dass sammtliche Ua zwischen 
und ?7^ , d. i. zwischen 
und liegen, oder mit andern 
Worten, dass sammtliche Z7a = 
sind. W. z. b. w. 



Wiederaufnahme derHauptuntersuohung. — Wirkehren 
zurtick zu unserm Haupt- Theorem (-4.), indem wir gegen- 
wartig zu den dort gemachten Voraussetzungen noch die hinzu- 
treten lassen, dass die Summe der gegebenen (das Potential 
V erzeugenden) Massen =0 sei, was angedeutet sein mag 
durqh die Formel*): 

(Gesammtmasse von F) = 0. 

Hieraus folgt sofort [vgl. Seite 9], dass V im Unendlichen 
verschwindet; d. i. 

Die gesuchten extremen Werthe Ky G liegen nach 
Theorem (A.) entweder auf der Grenze von 21, d. i. auf <y, 
oder im Unendlichen. Letzteres aber ist, wie wir sogleich 
erkennen werden, in Folge der neu hinzugetretenen Voraus- 
setzung unmbglich. 



*) Unter den Massen eines Potentials verstehe ich stets die das 
Potential erzengenden Massen, und gleichzeitig bezeichne ich die 
Summe dieser Massen als die Gesammtmasse des Potentials. 

3* 
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Abstrahiren wir nSmlich einstweilen von dem trivialen 
Fall, dass F in 21 allenthalben verschwindet, so muss 
irgendwo in 21 ein Punct x angebbar sein, in welchem V 
von Null abweicht, entweder nach der positiven oder nach 
der negativen Seite bin. Nehmen wir zunachst an, V be- 
sitze in x ein en von Null verschiedeneu positiven' Yfexihy so 
muss auf einer durch x gehenden und a umschliessenden 
Kreislinie resp. Kugelflache k 
notbwendig ein Punct y existiren, 
in welchem V einen von Null 
verschiedeneu negativen Werth 
hat, wie solches aus dem be- 
kannten Satz des arithmetischen 
Mittels [Seite 26, (51.)], in An- 
betracht derVoraussetzung(15.), 
sofort sich ergiebt. Und um- 
gekehrt wird sich zeigen lassen, 
dass, falls V im Puncte x 
einen negativen Werth hat, nothwendig ein Punct y existiren 
muss, in welchem V einen positiven Werth besitzt. 

Um die BJAuptsache zusammenzufassen : Abstrahiren wir 
von jenem trivialen Fall, dass V im Gebiete 21 allenthalben 
verschwindet, so muss im Gebiete 21 ein Punct x angebbar 
sein, in welchem V von Null abweicht. Nach welcher 
Seite aber diese Abweichung auch stattfinden mag, stets 
muss in 21 ein zweiter Punct y sich vorfinclen, in welchem 
eine Abweichung von Null nach der entgegengesetzten Seite 
stattfindet. Hieraus folgt , dass der Werth Null zwischen den 
(ibrigen Werthen von F stets eine mittlere Rangstufe einnimmt. 

Nun ist aber die Null [vgl. (16.)] derjenige Werth, 
welchen F im Unendlichen hat. Somit erkennen wir, dass 
F im Unendlichen einen Werth mittleren Ranges, also Jceinen 
extremen Werth besitzt, und dass also in der That (wie schon 
oben behauptet wurde) die extremen Werthe des Potentials 
nicht im Unendlichen, sondem nur auf der Grenze von 21, 
d. i. auf 6 zu suchen sind. 

Wir gelangen daher, wenn wir jenen bisher beiseite- 
gesetzten trivialen Fall gegenwartig mit in Anschlag bringen, 
zu folgendem Resultat: 
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Theorem {A.). 

1st V das Fotential irgend welcher Massen, die ausser- 
halb des Gebietes 21 oder auf seiner Grenze liegen, und deren 
Summe =0 ist*), so sind, was die heiden Extreme K, G 
der Werthe Vay Va hetrifft, zwei Fdlle moglich: 

JErster Fall: V ist in 31 nicht uberall= 0. Alsdann 
ntUssen jene extremen Werthe K, G nothwendig auf 
der Grenze von 31, d. i, auf a situirt sein.*"^) Aus 
dieser Situation folgt einerseits, dass furjeden beliebigen Punct a 
(endlichen wie' unendlich fernen) die For^el stattfindet: 

K< Va<G, 17.« 

einc Formel, welche fur den speeiellen Fall a = oo die Ge- 
staU annimmt: 

d. i.***): 

K<0<G, 17.y 

iiberaU die Zeichen gengmmen in sensu rigoroso. Und anderer- 
seits folgt aus jener Situation, dass die extremen Werthe K, G 
identisch sind mit den Grossen Ka , Ga, falls man nanilich is. 
unter Ka den Ueinsten, und unter Ga den grossten der Werthe 
Va versteht 

Zweiter Fall: V ist in % uberall = 0. Alsdann sind 
die vorstehenden Formeln (17. a, /3, y) nieht mehr gUltig, indem 
die dureh sie behaupteten Unterschiede dem allgemeinen Null- 
sein Flatz maehen; sodass man also zu schreiben hat: 

K=Va=V^=0 = G. 

Es ist also im erstern Fall, wie aus (17.«, y) und 
(18.) folgt: 

Ka < Va < Ga J 
Ka< <Ga\ 

andererseits ist im zweiten Fall: 



*) Durch diese Voraussetzung unterscheidet sich das gegenwartige 
Theorem {A!,) von dem fruheren {A ). 

**) Dieser Satz reprasentirt den Hauptinhalt des Theorems; alles 
weitere ist blosse Consequenz. 
***) Eb ist namlich nach (X6.): V^ =- 0. 



i». 
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» 

Ka= Va = Ga , 
Ka= 0' =Ga] 

folglich unter alien Umstanden: 

20. Ka'^Va<>Ga^ 

Ka<: <:Ga. 

Betrachten wir nun den speciellen Fall, dass V auf der 
Grenze des Gebietes 21 constant, etwa ==C ist, so sind die 
Fa = C, mithin auch Ka = Ga = C, wodurch die Formeln 
(20.) ubergehen in: 

21. ^ CKVa^C, 

C^ ^c. 

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass (7 = 0, und sodann die 
erste, dass Va ebenfalls = sein muss. Somit gelangen 
wir zu folgendem Satz: 

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die atisser- 

22. halb des Gebietes % oder auf seiner Grenze liegen, und 

der en Summe = ist^ so kann V auf a niemals constant 
sein, — es 'sei denn, dass es im Gebiete % und ebenso auf o 
allenthalben = ware. 

Dieser Satz gewahrt die Mittel zum Beweise eines wich- 
tigen Theorems, welches so lautet: 

Theorem {A/^). 

Sollen die Massen eines Potentials V .ausserhalb des Ge- 

23. bietes 31 oder auf seiner Grenze (d. i. auf a) liegen , und eifie 

gegebene Summe M besitzen, und sollen ferner die V„ 
von vorgeschriebenen Werthenfa nurdurch eine unbestimmte 
additive Constante differiren, — so ist Jderdurch V eindeutig 
bestimmt fwr alle Puncte von 21. 

Beweis. — Existirten zwei solche Potentiale V und V\ 
so wiirde ihre Diflferenz U= V — F' ein Potential sein, 
dessen Massen wiederum ausserhalb des Gebietes 21 resp. auf 
seiner Grenze liegen. Auch wiirde dieses U den beiden Be- 
dingungen entsprechen: 

(Gesammtmasse von J7) = , 

2^- Ua = Const. 

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf den Satz (22.) sofort, 
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das6 U im Gebiete 51 und ebenso auf 6 allenthalben = 
sein miisste. W. z. z. w. 

Schlussbemerkiing. — Man erkennt leicht; dass alle in 
diesem §. angestellten Betrachtungen nicht nur fiir das Gebiet 
21^^^, sondern auch fiir das allgemeinere Gebiet 51^**^ gel ten 25. 
[vgl. den § 7, Seite 28]. Dabei sind allerdings bin und wieder 
kleine Zasatze erforderlich. So z. B. wird das Theorem {A/*^) 
fiir das Gebiet 21^*) nur dann gultig sein, wenn man ver- 
langt; dass die unbestimmte additive Constante fiir alle n 
Bandcurven resp. fiir alle n Begrenzungsflachen dieselhe 
sein solle. 

§ 12. 

Fortsetzung. Die extremen Werthe des Potentials fiir.ein 

gegebenes Gebiet (Gebiet 3). 

Ebenso wie wir im vorhergehenden § das Gebiet 21 be- 
handelten, und dabei zu den Theoremen {A.), (.4.'), {Aj^"^) 
gelangten, ebenso wollwi wir gegenwartig das Gebiet ;3 be- 
handeln, und die analogen Theoreme (J.), (J/), (J.^ zu 
entdecken suchen. 

Wir wollen zu diesem Zweck die Werthe betrachteu, 
welche ein gegebenes Potential V im Gebiete 3 besitzt, unter 
der Yoraussetzung; dass die Massen des Potentials ausserhaJb 
3 liegen. Oder genauer ausgedruckt: Wir wollen die Ge- 
sammtheit der Werthe Fj , F^ , d. i. die Gesammtheit der in 
und an der Grenze von ^^ vorhandenen Potential werthe in 
Betracht ziehen, unter der Voraussetzung, dass die Massen 
des Potentials theils ausserhalb ^ (d. i. innerhalb 21), theils 
auf der Grenze von ^ (d. i. auf 0) gelegen sind. Nament- 
lich wollen wir dabei unsere Aufmerksamkeit richten auf die 
beiden Extreme K und G der genannten Werthe, indem wir 
unter K den Meinsten der Werthe F,, F^, unter G den 
grossten derselben verstehen. 

Sammtliche Puncte i sind nach ihrer Definition [vgl. 
Seite 31] von durch irgend welche wenn auch noch so 
kleine Entfernungen getrennt , so dass also jedweder Punct i 
ausserhalb der gegebenen Massen liegt. Zufolge eines friiheren 
Theorems [Seite 30] vnrd daher das Potential F in jedera 
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Puncte i entweder einen Uebergangswerth oder einen c^m- 
stanUn Werth haben. Und letzteres kann, wie ebenfalls aus 
jenem Theorem folgt, nur danu stattfinden, wenn V ini Ge- . 
biete 3 allenfhalben constant ist. 

Schliessen wir also diesen trivialen Fall des Constant- 
seins einstweilen aus, so muss V in jedem Punct i einen 
Uebergangswerth haben , woraus folgt, dass die gesuchten 
extremen Werthe K, G nicht in den Puncten i, sondern nur 
in den Puncten 6 anzutreffen sind. Somit gelangen wir, 
indem wir jenen vorlaufig excludirten Fall des Constantseins 
nachtraglich wieder mit ins Auge fassen, zu folgendem Re- 
sultat*): 

Theorem (J,). 

Ist V das Potential irgend welcher Massen, die ausser- 
halb des Gebietes 3 oder auf seiner Grenze liegen, so sind, 
was die beiden Extreme K, G der Werthe F,-, Va betrifft, 
zwei Fdlle mbglieh: 

Erster Fall: V ist in ^ nicht iiberall constatit Als- 
dann Jconnen jene extremen Werthe K, G nur auf 
der Grenze von 3 sich vorfinden, Hieraus folgt einer- 
seits, dass filr jeden Punct i die Formel gilt: 

26. K<Vi<G, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso; und andererseits, 

27. dass jene extremen Werthe K, G identisch sind mit den Grossen 
Ka, Go, WO Ka den Jcleinsten und Ga den grossten der Werthe 
Va bezeichnet 

Zweiter Fall: V ist in ^ iiberall constant. Alsdann 
ist die vorstehende Formel (26.) nicht mehr richtig , indem die 



*) Das Theorem (J.) ist von mir (wenn auch in etwas anderer 
Form) bereits in den Math. Annal. Bd. 3 publicirt worden; vgl. dort 
namentlich Seite 340—344 und 430—434. 

In Gau8^ allgemeinen Lehrsatzen Art. 25 findet sich ein specieller 
Fall dieses Theorems, n3.mlich ein Satz, der etwa so auszusprechen 
sein wiirde: 

Wenn von Massen, die sich hlos ausserhalb des endlichen Maumes 
3, oder auch ganz oder theilweise nach der StetigJceit vertheilt auf dessen 
Oberfldche a befinden^ das Potential in alien Puncten von a einen con- 
stanten Werth = C hat, so gilt dieser Werth auch fur sdmmtliche 
Puncte des Maumes 3- 
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diirch sie hehaupteten Unterschiede der allgemeinefi GleicMieit 
Platjs machen; so dass also an Stelle jener Formel folgende 
0u setzen ist: 

Im ersten Fall ist also, wie aus (26.), (27.) folgt: 

Ka< Vi<Ga, 

und im zweiten Pall: 

Ka = Vi=» Ga y 

mitfain unter alien Umstanden : 

Ka < Vi £ Ga . 29. 

Beilfiuflges. — Wir wollen den speciellen Fall betrachten, 
dass V auf der Grenze des Gebietes ;3 constant, etwa = C ist. 
Alsdann sind die Va === C, mithin auch Ka = G„ = C. Hier- 
durch aber gewinnt die Formel (29.) die Gestalt: 

und hieraus folgt sofort: F, = C; so dass wir also zu folgen- 
dem Satz gelangen: 

Ist das Potential irgend welcher ausserhalb des Gebietes 
3 Oder auf seiner Grenze gelegener Massen auf der genannten 3o. 
Grenze constant, so wird es auch im Innern von 3 oon- 
stant sein. . 

Hieraus ergiebt sich leicht ein weiterer Satz, den wir 
zuerst aussprechen und dann beweisen wollen. Er lautet: 

Bezeichnet V das Potential irgend welcher unbehannten 
ausserhalb des Gebietes ^ oder auf seiner Grenze gelegener 
Massen, so wird dieses Potential V fur alle Puncte inner- 3i. 
halb 3 vollig bestimmt sein, sobald nur seine Werthe auf 
der Grenze von 3 gegeben sind. 

Beweis, — Sind V und V zwei Potentiale , deren Massen 
ausserhalb des Gebietes 3 oder auf seiner Grenze liegen, so 
gilt Gleiches auch von TJ = V — V\ Haben nun ausserdem 
V und F' auf der genannten Grenze d. i.auf einerlei 
Werthe, so wird U daselbst iiberall =0 sein. Hieraus aber 
folgt nach (30.), dass U auch im Innern von 3 tiberall =0 
ist. W. z. b. w. 

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Was nun 
ferner das mit (A\) analoge 
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NB. Ea sei sogleich 
bemerkt, daea dieaer 
Satz fdlsch iat, dass 
also das Theorem 
{JJ^) nicht exi- 
atirt. 



Theorem (J/) 

betrifiPti; so bemerken wir sofort, dass dasselbe mit dem schou 

aufgestellten Theorem (J,) sich confundirt. — Und was end- 

lich das Theorem (J.*^^) betrifft, so miisste dasselbe oflfenbar, 

falls es liberhaupt existirt, nach Analogie von (^A.^^) folgender- 

massen lauten: 

Theorem (J.«^^. 

Sollen die Massen eines Potentials V 
ausserhalb des Gebietes 3 oder auf seiner 
Grenzeliegen, und eine gegehene Summe 
M hesitzen, mid sollen femer die Va von 
vorgeschriehenen Werthen fanur durch 
eine unbestimmte additive Constante diffe- 
riren, — so ist hierdureh V eindeutig he- 
stimmt fur alle Puncte von 3. 

Dass ein solches Theorem in Wirklichkeit nicht existirt, 

lasst sich leicht durch ein 

Beispiel darthun, indem wir 

annehmen, jene auf der 

Greme vorgeschriehenen 

Werthe fa seien sammtlich 

= 0. 

fa = 0. 

Denken wirunsnamlich das 
Gebiet 3 ^^ irgend welcher 
Entfernung von zwei con- 
centrischen Kreislinien (A) 
und (A'), resp. von zwei 
concentrischen Kugelflachen (A) und (A') umschlossen, uud 
denken wir uns die gegebene Masse M ein Mai auf (A) , das 
andere Mai auf (A') gleichformig vertheilt, und bezeichnen 
wir endlich das von dieser Masse M hervorgebrachte Potential 
im ersten Fall mit V, im letztern mit F', so erhalten wir 
[nach bekannten Satzen, Seite 14] fiir sammtliche Puncte 0, i 
die Formeln: 




Va = F,. = Mlog -.-, 



A 
1 



7;= 7/=Mlog^->, 



^* A ' 



7; = 7/ 



M 



' 1 
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wo A , A' die Radien der construirten Kreislinien oder Kugel- 
flachen reprasentiren. 

Beide Poteiitiale V und F' entsprechen offenbar den ge- 
stellten Anforderungen ; denn ihre Massen liegen ausserhalb 
3, die Gesammtmasse ist bei beiden = M, und ihre Werthe 
auf 6 unterscheiden sich, wie aus (a.), (/3.), (y.) ersichtlich, 
von den vorgeschriebenen Werthen fa nur durch additive 
Constanten. Dennoch aber sind diese Potentiale von einander 
verschieden. W. z. z. w. 

Wir lassen auf diese Ergebnisse negativer Natur endlich 
noch einen positiven Satz folgen, welcher so lautet: 

Theorem (/S.«^). 

Soil die Massenbelegung der geschlossenen Curve oder Fldche 
6 von solcher Art sein, dass ihr Potential auf (S selber von 
daselbst vorgeschriebenen Werthen fa nur durch eine un- ^' 
hestimmte additive Constante differirt^ und ist ausserdem die 
Gesammtmasse M der Belegung g eg eh en, — so wirdhiedurch 
jene Belegung (d. h. ihre Dichtigkeit) eindeutig hestimmt sein, 

Beweis. — Bezeichnet V das Potential der in Rede 
stehenden Belegung, so muss zufolge der gemachten An- 
forderungen 

(Gesammtmasse von F) = M , 
Va = fa -{- Const, 
sein. Hierdurch sind [nach Theorem (A.^"^"^] die Va ein- 
deutig bestimnit. Durch die Va sind aber mitbestimmt die 
Va, und durch letztere sind mitbestimndt die F, [zufolge des 
Satzes (31.)]. Aus tJen Va und F,- ergiebt sich aber schliess- 
lich die Dichtigkeit 8 der Belegung vermittelst der bekannten 
Formel : 

W. z. z. w. 

Schlussbemerkung. — Leicht erkennt man , dass die Be- 
trachtungen dieses § nicht nur fiir das Gebiet 3^^^ sondern 35. 
auch fiir das allgemeiner^ Gebiet 3^^*^ Giiltigkeit haben [vgl, 
den § 7, Seite 23J. 
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36. 




§ 13. 
Fortsetzung. Die extremen Werthe des Potentials in einem 

gegebenen Oebiet (Oebiet (S). 

Es seien (S und s zwei ineinander liegende geschlosseiie 
Cur van oder Flachen, und zwar sei a die kleinere, s die 
grossere. Durch a und s 
zerfallt die ganze unendliche 
Ebene resp. der gauze unend- 
liche Raum in drei Gebiete 
3; 6; 51, von denen das 
erste innerhalb 6, das zweite 
zwischen a und s, das dritte 
ausserhalb s liegt. Wir be- 
zeichnen, ahnlich wie friiher, 
die auf 6 und s gelegenen 
Puncte mit denselben Buch- 
stabeU; also resp. mit a und Sj 
ferner die innerhalb 3 ^^^^ ^ o^®^ 51 gelegenen Puncte 
resp. mit i oder c oder a. 

Ferner sei Q das Potential irgend welcher innerhalb ^ 
gelegener Massen M, und W das Potential von irgend wel- 
chen Massen M, die innerhalb 21 gelegen sind. 

i^ s % 

M M 

Q W ' 

Wir v^oUen nun annehmen, diese Fotentiale Q und W 
seien unter dna/nder identisch in alien Funden des Gehietes (5 
{d. i. in alien Puncten ^, c, s), und die Consequenzen auf- 
suchen, zu denen eine solche Annahme hinleitet. Dabei 
unterscheiden wir zwei Falle. 

Erster Fall. Die gemeinschaftlichen Werthe von Q und 
W im Gebiete (S sind nicht constant, sondem an ver- 
schiedenen Stellen dieses Gehietes von verschiedener Grosse. — 
Die beiden Extreme der Werthe Wi, Wa, Wc, Ws liegen 
[nach Theorem {J.)] auf der Grensse des Gehietes 3 4"®; 
d. i. auf s, Und bezeichnen wir diejenigen Puncte der Grenze 
5, in denen diese extremen Werthe sich vorfinden, mit 5^ 
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und ^2, so gelten [ebenfalls nach Theorem («7.)] fUr jedweden 
Punct i oder oder c die Formeln: 

die Zeichen genommen in sensu rigoro$o.*) Von besonderer 
Wichtigkeit fiir unsere Zwecke ist die zweite dieser Formeln. 
Wir konnen dieselbe, weil Q und W im Gebiete iS identisch 
sein sollen^ auch so schreiben: 

a, <Q(T<Q^. 37. 

Q ist aber das Potential der Massen M; und die beiden 
Extreme der Werthe Q«, Q,, Qc; Qa miissen daher [nach 
Theorem (-4.)] entweder auf der Grenze a des Gebietes 51 + C?, 
oder in unendlicher Feme liegen. Folglich muss wenigstens 
eines dieser beiden Extreme auf a sich befinden. **) Bezeich- 
nen wir denjenigen Punct von <y, in welchem dieses Extrem 
stattfindet, mit (Jq, so muss also Q^o entweder ^r&ser sein als 
sammtliche Werthe Qa, Q,, Qc, oder aber Meiner sein als 
air diese Werthe. Im ersten Fall miissen also die Formeln 
stattfinden: 

und im zweiten Fall die entgegengesetzten Formeln: 

Q^o < % , Sao < «^ . 
Dus Eine wie das Andere steht aber in Widerspruch mit 
den fiir aUe Puncte a , mithin auch fiir 6^ giiltigen Formeln 
(37.). Folglich ist der Jiier betracldete erste Fall (36.) un- 
moglich, 

Zweiter Fall, Die gemeinschaftlicfien Werthe von Q 39. 
tmd W im Gebiete (5 sind constant, etwa = C. — Diese 
Constanz von Q wird , weil die Massen dieses Potentials inner- 
halb 3 liegen, nothwendig sich erstrecken auf das ganze 
Gebiet 6+51 [Satz, Seite 9J. Folglich kann der constante 
Werth C kein anderer sein, als Q^, d. i. oder cx». Den 

*) Diese Behauptong dber die Zeichen stiitzt sich auf die in (3G.) 
liber die Nichtconstanz von Q und W gemachte Annahme. 

**) Denn befS-nden sich beide in unendlicher Ferne, so wiirden 
beide »■ Q^q sein, und es miisste dann also Q fiir alle Puncte a, s, c, a' 
constant, n&mlich =s Qgo-sein. Eine solche Constanz steht aber in Wider- 
spruch mit der Determination (36.) des augenblicklich betrachteten FalU. 



38. a 



38.6 



46 



Erstes Capitel. 



40. 



41. 



3 



constanten Werth oo annehmen zu wollen, wiirde aber absurd 
sein; und es bleibt also nur der Werth tibrig. In dem 
bier betrachteten zweiten Fall muss also der gemeinschaft- 
liche Werth von Q und W im Gebiet S nothwendig = sein. 
Da nun der erste Fall unmoglich ist, so wird der hier 
betrachtete zweite Fall der einzig mogliche sein; und wir 
gelangen daher zu folgendem Resultat. 

Theorem (C). 

Reprdsentirt iS, eine ringformige Flache oder einen schaten- 
formigen Baum, und sind Q und W die Potentials mweier 
Massensysteme M und Jf , welche ausserhalb (S gelegen und 
durch 6 von einander getrennt sind, so konnen Q und 
W im Gebiete 6 unmoglich identisch sein, — es sei denn, 
dass sie daselbst =r sind, 

Erweiterung der eben angestellten Untersuchungen. — 
Wir wollen die bisher benutzten Bezeichnungen 

M M 

Q W 

ungeandert beibehalten, gegenwartig aber annehmen, dass 
Q und W im Gebiete (5 (d. i, fur aUe Puncte 0, c, s) durch 
eine lineare Gleichung mit constanten Coeffidenten: 

verbunden seien, und die 
Gonsequenzen aufsucheu; 
zu denen diese Annahme 
hinleitet. 

OfiFenbar konnen wir 
die Constante y als das 
Potential einer Kreislinie 
oder Kugelflache s® auf- 
fassen, welche die Curve 
oder Flache s in irgend 
welchem Abstande um- 
schliesst. Denn denken 
wir uns diese Kreislinie 




& 




oder Kugelflache s^ mit eine^ gewissen Masse M^ gleich- 
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massig belegt, so wird in der That das Potential vOn ]iP 
in alien Puncten des Gebietes (£ constant, und, bei geeigneter 
Wahl von M^ , gleich y werden. Setzen wir also 

so konnen wir W als das Potential der Massen /Silf + ^^\ 
und Q' als das Potential der Massen — aM ansehen; wobei 
unter /SJf und — aM Massen zu verstehen sind, deren Dich- 
tigkeiten von denen der gegebenen Massen M und M nur 
durch die hinzugetretenen Factoren /S und — a sich unter- 
scheiden. 

Durch (42.) gewinnt unsere Annahme (41.) die Gestalt: 

Q' = W. ^ 43. 

Aus dieser Uebereinstimmung der Potentiale Q' und W im 
Gebiete 6 folgt aber [nach dem vorhergehenden Theorem (C,)\ 
sofort, dass Q' und W daselbst tiberall =0 sind. Und 
hieraus folgt mit Riicksicht auf (42.), dass daselbst (namlich 
im Gebiete 6) iiberall die Gleichungen stattfinden: 

^y — Q J 

Q =0. 
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat: 

Theorem (C.). 

Reprdsentirt (§, eine ringformige Fldche oder einen schalen- 
formigen Raum, sind ferner Q und W die Potentiale zweier 
Massensysteme M und M, welche ausserhalb (S gelegen und 
durch 6 von einander getrennt sind, und findet endlich 45, 
zwischen diesen Potentialen in alien Puncten des Gebietes 6 
dne lineare Ghichung mit constanten Coeffidenten statt: 

so sind Q und W im Gebiete 6 constant. 

Auch Jcohnen diese constanten Werthe sofort angegeben 
toerden, JBefindet sich namlich das Massensystem M innerhalb 
des von 6 umschlossenen Gebietes, so wird der constante Werth 

von Q durch 0, und der von W durch — ~ dargestellt sein. 
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§ 14. 

Fortsetzung. Die extremen Wertlie des Potentials. 
(Eigentliiiinliclie Oestalt des Oebietes ^.) 



In der Ebene . sei eine imge- \ 
schlossene Curve c gegeben, undi 
s^mmtliche Puncte der Ebene 
m5geii, je nacbdem sie auf a, 
Oder nicht auf a liegen, resp. 
mit G Oder a bezeicbnet sein; 
so dass also jedweder Punct a 
durch irgend welche, wenn auch 
nocb so kleine, Entfernung von 
der Curve getrennt ist. 



Im Ban me sei eine ungeschlos- 
sene Fldche <s gegeben, nnd 
sSmmtlicbe Puncte des Baumes 
mQgen , je nacbdem sie auf a 
oder nicht auf o liegen, resp. 
mit oder a bezeicbnet sein; 
so dass also jedweder Punct a 
durcb irgend welche, wenn auch 
nocb so kleine, Eiltfemung von 
der Flacbe getrennt ist. 



Das durch die Gesammtheit der Puncte a gebildete Gebiet 
51 ist alsdann von ahnlicher BeschaflFenheit, wie das friiher 
mit 21 bezeichnete, namlich ebensd wie jenes nach Aussen 
uubegrenzt, und nach Inhen von 6 begrenzt. Bezeicbnet 
daher V das Potential irgend welcher auf a ausgebreiteten 
Massen, so werden oflfenbar fiir die beiden Extreme K und 
6r der Werthe Va ahnliche Satze wie friiher gelten. In der 
That gelangt man, genau auf demselben Wege wie damals, 
zu zwei Theoremen, welche den frtiheren Theorem en (A,) 
und (A\) voUig analog sind, und folgendermassen lauten: 

Theorem (a.). 

Bezdchnet man das Potential irgend welcher Massen, die 
auf einer ungeschlossenen Curve oder Fldche a ausgebreitet 
sindj mit V, und hezeichnet man ferner alls nicht auf 6 ge- 
legenen Puncte der Ebene resp. des Eaumes mit a, so sind, 
was die beiden Extreme K, G der Werthe V betrifft, iswei 
Moglichheiten vorhanden. 

Erste Moglichkeit: Die V sind nicht uberall == 0. 
Alsdann liegen jene Extreme K, G entweder auf 6 
oder im Unendlichen. Hieraus folgt einerseits y dass K, G 
identisch sind mit zweien der Zahlen Kay Gd , V^, wo K„ 
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den kUinsten tind Ga den yrossten rf^r Wertlut Va hezelchnet; 
und andererscitSy dass fiir jeden end lichen Funct a die 
Relation stattfmdet: 

K<Va<G, 

die Zeiehen genommen in sensu rigor oso. 

Zweite Moglichkeit: Die V slnd sdmmtlich == 0. 
Alsdann ist die vorstehende Formel nirJd mehr riclitig, sondern 
zu ersetzen durch: 

Theorem (a/). 

Geht man iiber zu dem specielleren Fall, dass die Sum me 
der gegehenen Massen =0 ist, so gestalten sich die in 
Rede stehenden Moglichkeiten folgendermassen: 

Erste Moglichkeit: Die V sind nicht Uherall = 0. 
Alsdann liegen die gesuchten Extreme K, G noth- 
wendig auf a, und sind also identisch mit den Grossen 
Kay Ga . ,Hieraus fdlgt, dass fiir jeden beliebigen (end- 
lichen und unendlichen) Punct a die Relation stattfindet: 

Ka<Va<Ga, 

mithin z. B. auch folgende: 

Ka< V^ <Ga, 

(1, i*) 

Ka<0 <Ga, 

nberall die Zeiehen genommen in sensu rigoroso. 

Zweite Moglichkeit: Die V sind uberall = 0. Alsdann 
sind die verschiedenen Relationen nicht mehr richtig, sondern 
zu ersetzen durch: 

Ka=Va = Ga = 0. 

*) Denn es ist V^ nothwendig = , weil wir vorausgesetzt habeo, 
dass die Summe der Massen = sei. 

Neumann, Fotential. 4 
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§ 15. 
Nachtragliclie Bemerkungen. 

Ueber den auf Seite 9 erw£lhnten Hulfsatz. — Jener 
Satz kann folgendermassen ausgesprochen werden: 



Or' E 

1st die Function f(r) in Erstreckung*) eines gegebenen 
Intervalles . . . . Ji durch die convergente Reihe darsteUhar: 

f{r) = A + Br+Cr'^ + Br^+ , 

und ist ferner hehannty dass die Function in Erstreckung des 
hleineren Intervalles .... / constant sei, so wird diese 

Constant stets sich ausdehnen iiber das ganze IntervallO R. 

Beweis des Satzes. — Die Function f(r) bat nach (1.) 
im Puncte den Werth A, und hat daher, weil sie in Er- 
streckung des hleineren Intervalles constant ist, den Werth 
A in sammtlichen Puncten dieses Intervalls. Folglich fiudet 
ftir jedwedes der Bedingung 

0£r£r' 

entsprechende r die Gleichung statt: 

A + Br+ Cr'^ + Dr^ + =^ A , 

d. i. die Gleichung: 

r (J5 + Cr + 7)r2 + . ) = 0. 

Diese Gleichung, deren linke Seite aus zwei Factoren besteht, 
kann oflfenbar im Punct durch das Verschwinden des 
ersten, in alien iibrigen Puncten r aber nur durch ein Ver- 
schwinden des isweiten Factors stattfinden. Und es muss also 
fur jedes der Bedingung**) 

< r<r' 

(sic !) 

entsprechende Argument r die Formel erftillt sein: 
6. B + Cr + Dr"^-] = , 

'''] Die ConvergeDz UDd Gultigkeit der geuannten BeiheneutwickluDg 
soli vorausgesetzt werden in Erstreckung des Intervalls . . . . JB; — 
d. h. fiir alle Puncte des Intervalls, inclusive der beiden Endpuncte. 

**) Das zugefugte (sic!) soil die Aufmerksamkeit auf das darilber 
stehende Zeichen lenken, welches nicht <, sondern < lautet. 
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d. i. die Formel: 

B + r {C + i>r H ) = 0. 

Nun konnen wir aber, unbeschadet der BediDgung (5.), 
das r heliebig nahe an herandriicken; also vermittelst der 
Formel (7.) nachweisen, dass die Constante B kleiner sei als 
ein beliebiger Kleinheitsgrad £, Folglich ist 

In ahnlicher Weise konnen wir nmmiehr oflfenbar zeigen, 
dass auch die folgenden Constanten C, I) , , . , sanimtlich 
= sind. W. z. b. w. 

Ueber das auf Seite 9 genannte die Constanz des 
Potentials betreffende Theorem. — Dieses Theorem ist, so 
weit es den Raura, d. i. das Newton'sche Potential betritft, 
in Gauss' allgemeinen Lehrsatzen Art. 21 auf einem anderen 
Wegc bewiesen worden, der indessen weniger strenge sein 
dQrfte. Gauss spricht jenes Theorem daselbst folgender- 
massen aus: 

Das Potent ial V von Massen, die sammtUch ausse^halh 
eines zusammenhdngenden Raumes liegen, Jcann nicht in einem 9. 
Theile dieses Raumes einen constanten Werth and zugleich in 
einem andern Theile desselhen einen ve^'schiedenen Werth haben. 

Zugleich bemerkt Gauss daselbst, dass dieses Theorem 
folgende zwei Satze in sich birgt: 

L Wenn der die Massen enthaltende Raum einen massen- 
leeren Raum umschliesst, und das Potential in einem Theil i« 
ilieses (letztern) Raumes einen constanten Werth hat, so gilt 
(lieser fUr alle Punde des ganzen eingeschlossenen Raumes, 

IL Wenn das Potential der in einen endlichen Raum 
eingeschlossenen Massen in irgend einem Theil des dussern u. 
Raumes einen constanten Werth hat, so giU dieser flir den 
ganzen unendlichen Uusseren Raum. 

In analoger Weise kann man das in Rede stehende all- 
geraeine Theorem natUrlich auch zergliedern fur den Fall der 
Ebeiie, d. i. fiir den Fall des Logarithmischen Potentials. 

Die Dirichlet'schen Vorlesiingen. *) -— Wenn ich mich 
in sUmmtlichen §§ dieses Capitels fast ausschliesslich auf 



*) Uerauggegeben von Dr. F. Grube. Leipzig, bei Teubner. 1876. 
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Gauss' allgemeine Lehrsatze gesttitzt habe, so ist doch nicht 
unerwahnt zu lassen, dass Dirichlet den Begriindungen jener 
Lehrsatze in vielen Bezieliungen eine grossere Einfachheit 
und Anschaulichkeit verliehen hat. Um die Eleganz der 
Dirichlet'schen Methoden an einigen Beispielen zu zeigen, 
greifen wir zuriick za den Satzen (27.) Seite 12, und (35.) 
Seite 14. 

Wollen wir den Weg verfolgen, auf welchem Dirichlet 
zum erstern Satze gelaugt, so haben wir zu beginnen mit 
folgendem (leicht zu beweisenden) Hiilfsatz: 

Ist eine Kugelfldche vom Radius A in ungleichformiger 
12. Weise mit Masse erfUllt, der en Dichtiglceit zwischen — A und 
+ A vanirty so wird das Potential V dieser Masse auf einem 
Ptmct (x, y, z) stets den Relationen entsprechen: 

— 8;rA2A< F<+8;rA2A, 

— Sit A A < f ^ < + 8;rA A, 

welche Lage man dem Punct im Innern der Kugelfldehe audi 
zuertheileii mag. 

Sobald wir diesen Hiilfsatz bewiesen haben, erkennen 
wir alsdann sofort aueh die Richtigkeit des zu beweisenden 
Satzes (27.) Seite 12. 

Um andererseits den Weg zu verfolgen, auf welchem 
Dirichlet zu dem zweiten Satz gelangt, haben wir ebenfalls 
einen gewissen Hiilfsatz uns anzueignen, welcher lautet: 

Man denke sich einen nach beiden Seiten ins Unendliche 
laufenden Kreiseylinder vom Radius A, ferner ein innerhalb 
dieses Cylinders gelegenes Fldchenstuelc, dessen sdmmtlicJie 
Normalen unter weniger als 60® gegen die Axe des Cylinders 
geneigt sind. Ist nun dieses Fldchenstilck in heliebiger 
Weise mit Masse helegtj der en Dichtiglceit zwischen — A und 
+ A variirty so wird das Potential V dieser Belegung auf 
einen Punct (x^ y, z) der Relation entsprechen: 

— 8;rAA < V < + 8;rAA, 

welche Lage man dem Punct innerhalb des Cylinders auch 
immer zuertheilen mag, 

Sobakl wir diesen Hiilfsatz bewiesen haben, erkennen 
wir alsdann sofort auch die Richtigkeit des zu beweisenden 
Satzes (35.) Seite 14. 



13. 



Zw^eites Oajpitel. 



Einige Auweudungeu der Oreen'schen Satze. 

In der Theorie des Logarithmischen und Newton'schen 
Potentials gelten bekanntlich folgende Satze: 



Die Wirkung ciner gUichmassiy 
unit Masse helegten Kreislinle ist 
auf innere Puncte = , und 
andererseits auf dussere Puncte 
ehen so gross, als ware die ganze 
Masse der Belegung im Mittel- 
punct concentrirt. 



Die WirJcung eincr glcichmcissig 
mit Masse helegten Kugelfldche ist 
auf innere Puncte =0, und 
andererseits auf dussere Puncte 
ehen so gross, als ware die ganze 
\ Masse der Belegung im Mittel- 
punct concentrirt. 



Diesen bekannten und aucb im ersten Capitel bereits.er- 
wahnten Satzen (vgl. Seite 13, 14) konnen zwei andere Satze 
beigefiigt werden, welche so lauten: 



Ist die DichtigJceit der Belegung 
einer Krelslmie umgekehrt pro- 
portional den Quadraten der 
von irgend einem inn em Punct 
X nadi der Kreislinie gezogenen 
Strahlen, so wird ihre Wirkung 
auf dussere Puncte ehen so gross 
sein, als ware die ganze Masse 
der Belegung in x concentrirt; 



Ist die Dicktigkelt der Belegung 
eincr Kugelfldche umgekehrt pro- 
portional den Cuhen der von 
irgend einem innern Punct x 
nach der Kugelfldche gelegten 
Strahlen, so wird ihre Wirkung 
auf dussere Puncte ehen so gross 
scin, als ivdre die ganze Masse 
der Belegung in x concentrirt; 



wdhrend gleichzeitig ihre Wirkung ,. wdhrend gleichzeitig ihre Wirkung 
auf innere Puncte ehen so gross] auf innere Puncte von solchcr 



ist, als ware jene Masse in dem 
zu X conjugirten*) Puncte x con- 
centrirt. 



Grosse 1st, als ware in dem zu x 
i conjugirten Puncte x eine 31asse 
^concentrirt, welche gleich ist der 



*) Ich nenne zwei Puncte x und x' zu einander cofijugirt in Bezug 
anf eine gegebene Kreislinie oder Eugelflache, wenn beide auf derselben 
vom Centrum ausgebenden Linie liegen, und wenn ausserdem das 
Product ihrer Centraldistanzen gleich dem Quadrat des Radius ist. 
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gegebenen Masse , muUiplicirt mit 
der Centraldistanz des Punctes x\ 
und dimdirt durch den Badius 
der Kugelflache. 

Obwohl ich diese Satze bereits im Jahre 1861 aufgestellt, 
und theilweise auch publicirt habe**), so mag es mir doch 
gestattet sein, hier von Neuem auf den Gegenstand einzu- 
gehen, und zu zeigen, dass die Ableitung der in Rede stehen- 
den Satze durch unmittelbare Anwendung der Green'schen 
Formeln sich bewerkstelligen lasst. 

§ 1. 
Einlge Aufgaben liber die Ereislinie, onter Zugrundelegung 

des Logaritlimisclien Potentials. 

Fr^Uiminarien. — Es sei a eine KreisUnie mit dem Centrum 
c, dem Radius A und der aussern Normale N. Ferner seien 
a und x' zwei in Bezug auf diese Kreislinie conjugirte Puncte 
(der eine das sogenannte Spiegelbild des andern). Ferner 
seien iJ, B' die Entfernungen der Puncte x, x' von c, und 
Ey E' ihre Entfernungen von irgend einem Puncte 6 , der 
auf der gegebenen Kreisperipherie liegt. Endlich sei y der 
Winkel der Linie cxx' gegen den Radius C0. 

N 




Nach der Definition der Puncte x, x' ist 2?2?' = ^2. 
und hieraus folgt, dass die Dreiecke 



*) In eiDer kleinen Schrift: ^^Ldsung des allg. Problems HSber den 
stationdren Temperatwrzustand einer homogenen Kugel ohne Hulfe von 
Eeihenentwickltmgen nebst einigen Sdtzen S'wr Theorie der Aneiehung,^^ 
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BEA und AE'B' 

eiaaiider afanlich, mithin ihre Seiten einander proportional 
sind. Somit erhalteu. wir: 

R = IA, 

E = kE\ 

A=kn'', 

und zu diesen Formeln wollAi wir noch folgende binzufQgen : 

W =A-^-\-W — 2AR cosy, E^ = A-Rcosy, 

E"t=A^ + W — 2AB' cosy, E' ^ = A — B' cos y . 
Setzen wir nun 

r=iogJ,, 

SO ist nach (2.): 

T-r = logf==log^ = logJ-', 

und ferner mit Riicksicht auf (3.): 

dT L ^^ — -R COB y •- -^ 

dN ~ E dN ~ W ' 

ar' _ _ j^ a^' __ b' co^y-^ a 

'dN~ E' dN ~ jT* ' 

_ {A cos y - JR) .R 
~ E*A ' 

wo beim Uebergang von der vorletzten zur letzten Zeile die 
Formeln (2.) benutzt sind.*) Hieraus folgt: 



Halle, bei Schmidt. 1861. Die Priorit^t der Entdeckung dieser Satze 
diirfte ubrigens (wenigstens so weit sie den Baum betreffeu) Thomson 
zazQschreiben seiD. 

*) Dieser Uebergang bewerkstelligt sich am Bequemsten nach dem 
Princip der Homogeneitat. Es ist n§.mlich der in der vorletzten Zeile 
stehende Ausdruck 

— Z 
"~ A ' 

wo JP die Bedeutung hat: 

„ _ {B' co^y — A )A 

^ "^ E'^ 

Dieses F ist also eine homogene Function 0^®'' Ordnung in Bezug auf 
A, E\ B\ und bleibt also ungeandert, wenn man diese drei Argu- 
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dT _dT_ _ B^ — A^ 
dN dN ~ WA ' 

dN ■+" dN ~ E'A A ' 

und hieraus folgt weiter*) mit Riicksicht auf (2.): 

dT __ dT^ _ A^ — B '^ 
'•^ dN dN ~ E'^A ' 

ar , ar; i^ 

'•*' dN'^ dN ~ A ' 

Erste Aufgabe. — Es set V das Fotential irgend welcher 
8. unbekannten Massen, die theils ausserhalh a, theils auf 6 
ausgebreitet sind, Es soil V^ ermittelt werden, falls die Vo 
(d. i. die Werthe auf 6) gegeben sind. 

Nach den Green'schen Formeln [(41. a, d, a) Seite 19] ist: 

=j\l- da , 



10. 



11. 



12. 



dN 



Durch Subtraction der beiden letzten Formeln erhalten wir 
sofort: 

WO das letzte Integral , in welchem T — T' einen constanten 

rdv 

Werth hat [vgl. (5.)], auf i^^j^do sich reducirt, und also 
[nach (9.)] gleich Null ist. Wir finden also: 

''""^^--Jyicm-m)^'- 

inente mit den proportionalen Argunienten B , E, A [vgl. (2.)] ver - 
tauBcht. Wir konuen daher F auch so darstcllcn: 



F = 



(^cosy - B)B 



• 



w. z. z. w. 

*) Am Bequemsten wiederum mit Hiilfe des Princips der Homo- 
geneit§.t (vgl. die vorhergehendc Note), 
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/5 7'' 

Zur Elimination von 77^ konneu wir uach Belieben entweder 

die Formel (6.d) oder die Formel (G.cr) benutzen. In solcher 
Weise erhalten wir successive: 

Nun ist bekanntlich [vgl. (4.)]: 



^-'»ei + 5i(-?)'— .^, 



mithin 



oo 






dN 



cos 71 y y 



^dN + A=-A-^ZA[-A) ^^«^^' 

1 

also uach (14.): 

oo 



da 

COS wy } ^ . 



Die drei Formeln (13.); (14.), (15.) reprasentiren die 
Losung der gestelUen Auf'gdbe in drei verschiedenen GestaUen. 

Bemerkiing. — Setzen wir zur augenblicklichen Ab- 
ktirzung: 

°^~ ~2aA E^f 
SO gewinnt die Formel (13.) folgende Gestalt: 

V,=JVaSad6. 

Diese Formel wird [ebenso wie die fruheren (13.), (14.), (15.)] 
gtiltig sein fur jedes beliebige Potential F, dessen Massen 
ausserhalb 6 liegen. Bringen wir nun dieselbe z. B. auf ein 
Potential V in Anwendung, welches auf und innerhalb 
constant, etwa = 1 ist, so erhalten wir: 

\=JS^d6. 

Und bringen wir andererseits jene Formel (17.) auf das Potential 



la. 



14. 



15 



16. 



17. 



18. 
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Vx = Tax in Anwendung, wo a ein beliebig gegebener Punet 
aiisserhalh 6 seiu soil, so folgt: 

19. Tax=jTaoSoda. 

Die letzten Forineln gewinnen eine anschaaliche Be- 
deutung, sobald wir dem Punct x eine feste Lage zuertheilen, 
und gleichzeitig unter da die Dichtigheit einer auf 6 aus- 
gebreiteten Massenbelegung uns vorstellen. Alsdann namlich 
sagt die Forrael (16.) aus*), dass diese Dichtigkeit proportional 

ist mit -p. Sodann sagt die Formel (18.) aus, dass die Ge- 

samintmasse dieser Belegung = 1 ist. Und endlich sagt die 
Formel (19.) aus, dass diese Belegung fur alle Puncte a 
(d. i. fiir alle ausserhalb 6 gelegenen Puncte) aquipotential 
ist mit einer in x concentrirten Masse 1. Denkt man sich 
also die Masse 1 auf einer Kreislinie (f der Art vertheilt, 
dass ihre Dichtigkeit umgekehrt proportional ist den Qua- 
draten der von irgend einem innern Punct x nach gezogenen 
Strahlen, so wird das Potential dieser Belegung auf dtissere 
Puncte genau eben . so gross sein, als ware jene Masse 1 
im Punct x concentrirt. — Mit andern Worten: 

Denkt man sich die Masse M auf einer Kreislinie a in 
solcher Weise ausgebreitet , dass ihre Dichtigheit umgekehrt 

20. proportional ist den Quadraten der von irgend einem innern 
Punct X nach 6 gezogenen Strahlen, so wird- das Potential 
dieser Belegung auf dussere Puncte genau eben so gross sein, 
als ware die Masse M in jenem innern Puncte x concentrirt. 

Zweite Aufgabe. — Es sei V das Potential irgend wel- 

21. dier unbekannten Massen , die tlieils innerhalb 0, theils auf 
ausgebrdtet sind. Es soil die Summe M dieser Massen er- 
mittelt werden, falls die Va (d. i. die Werthe von V auf a) 
gegeben sind. 



'*) Die Formel (16.) ist namlich von der Gestalt: 

WO K eine Constcmte ist; denn wir haben den Punct x als fest voraus- 
gesetzt. 
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Setzen wir T = log - , und verstehen wir unter E die 

Entfernung eines variableu Punctes vom Centrum c des 
Kreises a, so ist nach den Green'schen Fonneln [(42. a, d), 
Seite 21]: 



ji 



f(^ii--'ii)-"-o- 




E' 




23. 



24. 



25. 



Da in der letztern T auf die Entfernung des Elenientes dcr 
vom Centrum c sich bezieht, so ist oflFenbar: 

wodurch die Formel iibergebt in: 

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (22.) sofort: 

M = ll^ 

213- A (log I) 

tind hierdurch ist die gestellte Aufgdbe in einfachster Weise gelost. 

Dritte Aufgabe. — Es sei V das Potential irgend weir 
cher unbekannter Massen, die theils auf theils innerhalh o 
ausgehreitet sind. Es soil Vx- ierechnet werden^ falls die Va ^^' 
gegehen sind, Dabei soil, genau wie bisher, unter x' irgend 
ein Punct au^serhalb verstanden werden, und gleichzeitig 
unter x* der conjugirte Punct innerhalb a, Ueberbaupt 
mogen alle Bezeicbnungen dieselben bleibeu wie bisher, und 
angedeutet sein durch die Figur: 

N 



27. 



28. 



20. 
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Alsdann ist uach den Green'schen Formeln [(42. d, s), 
Seite 21]: 

hieraus folgt durch Subtraction: 

Oder weil [iiach (5.)] T — T= log |^ ist: 

2^ V, =/k (f-J - IJ) .^. + (log f )/g da, 

oder falls mau das Integral j^-hjdc mit Hiilfe der Gleicliuug 
(24.) eliniiuirt: 

^•sr K«- —J K ^^g^ - 3^H xi^ j^ — j da. 

Wenn man in dieser Formel das ^^ eliminirt, und zwar ein 

Mai durch (7. d), das andere Mai durch (7. <?), so erhalt 
man successive: 

Nun ist bekanntlich: 

1 

mithin: 

oo 

dT' 



= ^ + 2 X {wf ^^' ^^ 



1 

00 



* 30. 



„ dT log 22' _ logl?' ^ ^ 1 MV cos nv • 

1 
also nach (29.): 



81. 



32. 



33. 
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Die drei Formeln (28.), (29.), (30.) reprdsentiren die 
Losung der gestelUen Aufgdbe in drei verschiedenen Gestalten. 
Bemerkung. — Setzen wir zur Abkiirzung: 

so geht die Formel (28.) iiber in: 

Nehmen wir nun beispielsweise V^' = Tex , wo c das Centrum 
von a bezeichnet, so erhalten wir: 

d. i. 

J 8a da = 1. 

Nehmen wir ferner als zweites Beispiel Vx' = Tix'j wo i 
einen beliebigen Punct innerhalb a vorstellen soil, und be- 

achten wir dabei , dass I Ti a da = 213^ A log^ ist [vgl.(32. «,*) 
Seite 14], so erhalten wir: 

T.v =fTia Soda + (log ^ - log ^ ) . 

Denken wir uns nun den Punct x' fest, und 8a als die Bichtig- 
Jceit einer gewissen auf a ausgeireiteten Masseribelegung ^ so 
erkennen wir aus den Formeln (31.); (33.), (34.), dass diese 

Belegung eine rait ^^ proportionale Dichtigkeit hat, dass sie 

ferner die Gesammtmasse 1 besitzt, und dass sie endlich in 
Bezug auf alle innern Puncte, abgesehen von einer additiven 

Constanten (log ^ — log A , aquipotential ist mit einer in x' - 

concentrirt gedachten Masse 1. Uebertragen wir dieses Er- 
gebniss von einer Masseneinheit auf M Masseneinheiten*), so 
gelangen wir zu folgendem Satz: 

Ist eine gegebene Masse M auf einer Kreislinie a der Art 
ausgebreitet J dass ihre DicJdigheit umgekeJirt proportional ist 
mit den Quadraten der von irgend einem dussern Punct x' 35. 



34. 



*) Was dadurch geschieht, dass man die Formeln (31.), (33.), (34.) 
mit M multiplicirt. 
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nach 6 gezogmen Strahlen, so wird das Fotential dieser Be- 
legtmg auf inn ere Puncte, abgesehen von einer additiven Con- 
stanten, eben so gross sein, als ware die Masse M in jenem 
dussern Fund x' concentrirt 
Jene additive Gonstante ist 



= M(logi.-logI-), 



WO i2' die Centraldistanz des gegebenen aassern Punctes, und 
A den Radius von bezeichnet. 

ZusammenfassiLng. — Der in der Relation (2.): 

enthaltene Factor A ist constant, sobald man die conjugirten 
Puncte Xj x' als fest betrachtet*, denn es ist [ebenfalls nach 

(2.)]: ^ = A^ = ^'- = y w ' Somit folgt aus (36.), dass die 

in den Satzen (20.) und (35.) betrachteten Belegungen iden- 
tisch sind; so dass wir also jene Satze folgendermassen zu- 
sammenfassen konnen: 

Reprdsentirt x einen gegebenen Punct innerhalb der 
Kreisliniea, und x' den conjugirten dussern Punct, und ist 
ferner auf eine gegeb&ne Masse M in solcher Weise ausge- 
breitetj dass ihre Dichtigkeit mit den Quadraten der von x 
nach gelegten Strahlen oder (was auf dasselbe hinauskommt) 
37. mit den Quadraten der von x' nach gelegten Strahlen 
umgekehrt proportional ist, so wird das Potential dieser Be- 
legung auf dussere Puncte eben so gross sein, als ware die 
Masse M in x concentrirt; und gleichzeitig wird ihr Potential 
auf inner e Puncte, abgesehen von einer additiven Constanten, 
eben so gross sein, als ware die Masse fA in x' concentrirt. 

§2. 

Analoge Aufgaben uber die Eugelflaclie, unter Zugrundelegung 

des Newton'sclien Potentials. 

Frftliminarien. — Es sei eine Kugelfldche, deren 
Centrum, Radius und aussere Normale resp. mit c, A und 
N bezeichnet sein mogen. Fei'ner seien x und x' zwei in 
Bezug auf diese Kugelflache conjugirte Puncte. Ferner seien 
R, R' die Entfernungen der Puncte x, x' von c, und E,E* 
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ibre Entfernungen von irgend einem Puncte 0, der auf der 
gegebenen. Kugelflache liegt. Endlich sei y der Winkel der 
Linie cxx' gegeu den Radius ca. 

Alsdann sind wiederum*) die Dreiecke 

BE A und AKR 

einander ahnlich, mithin: 

B = XA, 

E = kE, 

A = IB'. 
Auch wird: 

W => A^ + m — 2AB cosy , E^==A — Bcosy, 

-2 AW cosy, E'^ = A — B'coay. 



Setzen wir nun 



dN 



T = 





E ' 




rpr * 


T 


E' A m 


r 


E E A > 



so wird nach (2.) 



und ferner mit Riicksicht auf (3.): 

dT L ^^ _ ^ COB y — A 

dN"^ E^ 'dN~ E^ = 

dT 1 dK JECcoBy-A 



dN 



jE7'« dN "~ E'^ ' 

^ (Acosy — Jg)J?» 



Aus den beiden letzten Formeln folgt sofort: 



*) Namlich ebenso wie auf Seite 54. Obwohl die Betrachtungen des 
gegenwartigen § mit denen des vorhergehenden im Ganzen parallel 
lanfen^ so sind doch sowohl hinsichtlich der Formeln wie hinsichtlich 
der scLliesslichen Resnltate nicht unwesentliche Unterschiede vorhanden. 
Um diese Unterschiede moglichst deutlich hervortreten zu lassen, 
werde ich die Formeln und Satze des gegenw3.rtigen § mit genau den- 
selhen Nummern versehen, wie die correspondirenden Formeln und 
S&tze des vorhergehenden §. — Von einigem Nutzen bei den gegen- 
wSxtigen Rechnungen ist ubrigens wieder das Priucip der Homoge^ 
neitat. (Vgl. die Note, Seite 55.) 



1. 



2. 



3. 



4. 



5. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 
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dT A dT' _Ji^- A^ 

^'■^ dN B dN ~ ' WA ' 

dT A dT' T 

^- " 'd'N • B dN ~ ^ ' 

und hieraus durch leichte Umgestaltungen : 

A dT _ dT' _ A* - B'^ 
'^•^ b: dN dN ~ W^A ' 

A. dT .dT' _ _ r 

'•"^ B' dN'^ dN ~ A ' 

Erste Aufgabe. — Es sei V das Potential jrgend welcher 
8. unhekannter Massen, die theils auf^ theils ausserhalb 6 
amgebreitet sind. Es soil Vx ermittelt werden, falls die Va 
(d. i. die Werthe auf 0) gegeben sind. 

Nach den Green'sehen Formeln [(41. «, 8, s) Seite 19] ist: 



9. 



Multipliciren wir die beiden letzten Formeln resp. mit ^ und 

— 1, und addiren, und nehmen wir dabei Riicksicht auf 

A 
die aus (5.) entspringende Relation T — ^ 2" == , so folgt: 

Zur Elimination von ^ ^^ kon nen wir nun nach Belieben ent- 

weder die Formel (6. d) oder die Fonnel (O.a) benutzen. In 
solcher Weise ergiebt sieh successive: 

2^F. = -/V(2|| + J)d.. 
Nnn ist bekanntlich: 
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mithin: 



oo 



S=-2'(" + ») J^7 J^» (''O^ y) ' 



0* 

00 



also iiach (14.): 

2mr.^J r \^ {2n + I) (^y P„ {coBy)\^£,. 



Die drei Fornieln (13.), (14.), (15.) reprdsentiren die 
Losung der gestellten Aufgahe. 

Bemerkung. — Setzt man zur Abkiirzun^ 

so gewiimt die Formel (13.) folgendes Aussehen: 

V^=JVaSada . 

Nehmen wir nun beispielsweise fiir V ein Potential, welches 
auf und innerhalb iiberall constant, etwa =1 ist, so folgt: 

1 = J Soda . 

Und nehmen wir als zweites Beispiel Vx = Tax, wo n einen 
beliebigen Punct ausserhalb vorstellen soil, so ergiebt sich: 

Tax=^ fTaa^ada . 

Vermittelst dieser Formeln (16.), (18.), (19.) gelangen wfr 
^uhnlich wie friiher, Seite 58] zii folgendem Satz: 

1st eine gegehene Masse M anf der Ktigelfldehe a der Art 
vertheUty dass ihre Dichtiglceit umgeJcehrt proportional i^t mit 
den Cub en der von irgend einem inner v Punct x nach a 
gezogenen Strahlen, so tvird das Potential dieser Belegung auf 
dussere Puncte eben so gross sein, als ivdre die Masse M in 
jeneni inner n Puncte x coneentrirt. 

Zweite Aufgabe. — Es sei V das Potential irgend tvel- 
che7' unhekannten Massen, die theils auf, theils innerhalb 
a ausgebreitet sind, Es soil die Snmme M dieser Massen er- 
mitteU werdeny falls die Va (d. i. die Werthe von V aiif a) 
gegcben sind, 

Bezeicbnen wir die Entfernung eines variableu Punotes 

Neumann, Poteotial. 5 



15. 



16. 



17. 



18. 



19. 



2i'. 



SJI. 



22. 



23. 
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1 • 

vom Centrum c mit E, una setzen >- = T, so ist [vgl. (42. a, d) 
Seite 21]: 

Da in der letzten Formel T auf die Entfernung des Elementes 
d6 vom Centrum c sich bezieht, so ist offenbar: 

wodurch die Formel iibergeht in: 

hfvda+^fl^d. = 0. 

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (22.): 

und hierdurch ist die gesteUte Aufgahe gelost. 

Dritte Aufgabe. — Es sei V das Potential tmhekannter 
26. Massen, die theils axif, theils innerhalb der Ktigelfldche a 
ausgebreitet sind. Es soil Vx' herechnet werden, falls die V„ 
gegeben sind. 

Haben T, T' die in (4.) genannte Bedeutung, so ist 
aach den Green'schen Formeln [(42. d, f), Seite 21 ]: 

2^F,._/(rg-r||)rf.. 

Subtrahiren wir diese beiden Formeln yon einander^ nach- 
dem zuvor die erste mit jy multiplicirt ist^ und beriicksichtigen 

wir dabei die aus (5.) entspringende Relation : T' — ^ T = 0, 
so folgt: 

Wenn wir nun hier die Elimination von ^ttv ein Mai mit 

Hulfe von (7. d), das andere Mai mit Hiilfe von (7. <y) be- 
werkstelligen , so erhalten wir sueeessive: 



£inige Anwendungen der Green'schen S^tze. 67 

Und hieraus endlich erhalten wir mit Anwendung der be- 
kannteD Entwicklungen : 



00 



A"" 



T^-^-^n:^.Pn{C0.r), 



u 



E 
d. i. 

A 
B 



J 



Nehmen wir ferner als zweites Beispiel: Vx' = jT,*-, wo i 
eiuen beliebigen Punct innerhalh a bezeichnen soil, so er- 
halten wir: 

Die drei Formelu (31.), (33.), (34.) fuhren uns nun [illnilich 
wie friiher, Seite 61 J zii folgendom Satz: 

5* 



28. 



*'0 



SO. 



2 7--^ + y = > ^ -^—7-,- In (cos y) 


sofort: 

2^ F,. = / V j ^ (2m + 1) (0"^' P„ (cos y )i ^J . 



D/e rfm Formeln (28.), (29.), (30.) reiwdsentiren die 
Losung der gestellten Aufgahe in drei ve^^schiedenen Gestalten, 

Bemerkung. — Setzen wir zur Abkiirzung 
so geht die Formel (28.) fiber in 

Va:'=JVaSada. 32. 

Setzen wir nun beispielsweise: Vx' = Tex' , wo c das Centrum 
von a bezeichnet, so folgt: 

m / 



MM 

6a da == -FTT- . 33. 



34. 
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1st eine gegebene Masse tA auf der Kugelfldche a def Art 

ausgehreitet J dass ihre DichtigJceit umgeJcehrt proportional ist 

den Cuben der von irgerul einem dussern Fund x' nach c 

35. gezogenen Strahlen , so wird das Potential dieser Belegung auf 

innere Puncte genau eben so gross sein^ als ware in jenem 

dussern Punct x' eine Masse vom Betrage —^ .eoncentrirt, 

wo B' die Centraldistanz des Punctes x', und A den Baditis 
der Kugelfldehe hemehnet. 

Zusammenfassung. — Setzen wir die beiden coDJugirten 
Puncte X, x' als fest voraus, so Lst der in der Relation (2.) 

36. J? = A E' 

enthaltene Factor k constant^ und hieraus erkennen wir, dass 
die in den Satzen (20.) und (35.) besprochenen Belegungen 
unter einander identisch sind. Demgemass konnen wir jene 
beiden Satze folgendermassen zusammenfassen : 

Beprdsentirt x einen gegehenen Punct innerhalh der 
^7- Kugelfldche <7, und x' den conjugirten dussern Punct, und 
ist ferner auf a eine gegebene Ma^se M in soUher Weise aus- 
gebreitety dass ihre DichtigJceit mit den Cuben der von x nach 
gelegten Strahlen, oder (was auf dasselbe hiuauslauft) mit 
den Cuben der von x' nach (S gelegten Strahlen umgekehrt 
proportional ist, so wird das Potential dieser Belegung auf 
a us sere Puncte eben so gross sein, als ware die Masse M in 
X concentrirt; und gMchmtig wird ihr Potential auf innere 
Puncte eben so gross sein, als wdre in x. eine Masse vom Be- 

trage —-^- concentrirt^ ivo B' die Centraldistans des Punctes 

X , und A den Badius der Kugelfldche beeeichnet. 



) 
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Die Theorie der elektrischen Yertheilang. 

Nach einem bekanDten, schon von Gauss aufgestellten 
Satz ist die elektrische VertkeiluDg auf einem gegebeneu 
Conductor (falls keine aussern Kr&fte iufluiren) stets eine 
gleichartige. *) 

WoUten wir dieser Gauss'schen Ausdrucksweise uns an- 
schliessen> namlich die elektrische Schicht an der Oberflacbe 
eines gegebenen Conductors gleichartig oder ungleichartig 
nennen^ jenachdem das Vorzeichen ihrer Dichtigkeit iiberall 
dasseTbe, oder an verschiedenen Stellen eiii verschiedenes ist, 
so wurden wir leicbt zu Missverstandnissen Veranlassung 
geben. Denn wollten wir z. B. von iswei Conductoren mit 
gleichartigen Belegungen sprecben, so wiirde unwillkiibrlicb 
die Yorstellung entstehen , als sollten die beiden Conductoren 
unter einander verglichen werdeu; wahrend wir doch nur 
auszudriicken beabsicbtigen , dass das Vorzeichen der elektri- 
scben Dichtigkeit auf jedem der beiden Conductoren constant 
sei; unbekiimmert darum, ob diese beiden constanten Vor- 
zeichen unter einander ilbereinstimmen oder nicht. — Zur 
Vermeidung solcher Missverstandnisse mogen die Worte 
gleichartig und ungleichartig durch die griechischen Ausdriicke 
monogen und amphig&n ersetzt werden. 

Ueber die Frage der Monogenitat oder Amphigenitat 
existirt nun, wie im gegenwartigen Capitel gezeigt werden 
soil, eine grosse Reihe einfacher allgemeiner Satze, von denen 
jener zu Anfang genannte Gauss^sehe Satz nur das erste 
Glied ist. Wir nennen beispielshalber die folgenden: 

I. Die elektrische Vertheilung auf einem gegebenen. Con- 
ductor ist (falls keine aussern Krafte influiren) stets monogen. 



*) 6au88* allg. LehrsatzO) Art. 29. 
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II. Sind zwei Condudoren helichig geXaden, so wird 
(falls keine aussern Krafte influiren) immer wenigstens auf 
einem derselben eine monogene Vcrtheilung stattfinden, — 
Baben inshesondere die Condudoren entgegengesetzte La- 
dungen*), so finden auf beiden monogene Vertheilungen 
statt, und zwar von enigegengcsetzten Vorzeichen, — Hat 
ferner der eine Conductor eine beliebige Ladung, der andere 
die Ladung Null, so entsteht auf dem er stern eine monogene, 
auf dem letztern eine amphigene Vertheilung. 

III. Sind beliebig viele Condudoren mit bdiebigen 
Ladungen gegeben, so wird (falls keine aussern Krafte in- 
fluiren) immer wenigstens auf einem derselben eine monogene 
Vertheilung stattfinden. — ^ Sind insbesondere jene Ladungen 
der Arty dass ihre Summe = ist, so werden mindestens auf 
zwei Condudoren monogene Vertheilungen vorhanden sein. 

Auch fiir den bisher ausgeschlossenen Fall des Vorhanden- 
seins ausserer Krafte existiren derartige Satze^ so z. B. fol- 
gender: 

IV. Die auf einem gegebenen Conductor durch einen 
aussern elektrischen Massenpunct indudrte * JBelegung ist stets 
monogen, falls der Condudor zur Erde abgeleitel, hingegen 
stets amphigen, faUs dexselbe isolirt und mit der Ladung NuU 
versehen ist. 

Vergegenwartigen wir uns den hohen Grad von AU- 
gemeinheit, der in air diesen Satzen sich kundgiebt^ ihre 
Unabhangigkeit von der Gestalt und relativen Lage der ein- 
zelnen Conduetoren, — so gelangen wir zur Ueberzeugung, 
dass dieselben eine unmittelbare Consequenz der allgemeineu 
Eigenschaften des Newton' schen Potentials sein miissen, und 
demgemass zu der Vermuthung; dass analoge Satze in der 
Ebene existiren mochten unter Zugrundelegung des Loga- 
rithmischen Potentials] wobei selbstverstandlich die hitenden 
Korper durch leitende ebene Fldchen, und die elektrischen 

Fluida mit dem Wirkungsgesetz : +^ durch zwei fingir,te 
•Fluida mit dem Gesetz + ^ zu ersetzen sein wiirden. 



*) Unter der Ladtmg eines Conductors verstehe ich die Gesammt- 
masse der auf ihm vorhandenen Elektricitat. 



Die Theorie dcr elektrischcn VertheiluDg. 



71 



Diese Vermuthung bestatigt sich. In der That konnen 
wir der ganzen Theorie der Elektrostatik eine im Ganzen 
analog verlaufende Theorie in der Ebene zur Seite stelleu, 
und z. B. far die meisten (nicht fiir alle) der vorhin ge- 
nannten Satze die analogen in der Ebene angeben. — -Doch 
wollen wir vorlaufig auf diese Dinge uns nicht tiefer ein- 
lassen, als zur Markining unserer eigentlichen Hauptstrasse 
erfordert wird. Zu diesem Zwecke aber brauchen wir jene 
analoge Disciplin in der Ebene nur so weit zu verfolgen, als 
sie mit den ersten Elementen der Elektrostatik Hand in Hand 
geht. Mit andern Worten: Wir brauchen zu diesem Zweck 
nur folgende einfache Sstze uns anzueignen: 



In der Ebene. 
1st eine leitende ebene FUiche, 
die* von der geschlosseften Curve a 
begrenzt wird, mit einer gegebe- 
nen Menge M des fingirten Flui- 
dums geladen, so wird dieses 
Eluidum zur Zeit des Gleich- 
gewichts am Eande der Plache^ 
d. i. auf a ausgebreitet sein, 
und zwar in solcher Weise, dass 



Im Eaum. 
1st ein Icitender Korper, der 
von der geschlossenen FUiche a 
begrenzt wird , mil einer gegebe- 
nen Menge M elektrischen Flui- 
dums geladen^ so wird dieses 
Fluidum zur Zeit des Gleich- 
gewichts an der Oberfldche des 
Korpers, d. i. auf a ausgebreitet 
sein , und zwar in solcher Weise, 



das ( Logarithm ische) Potential jdass das (Newton'sche) Potential 



in alien Puncten der PlSche con- 
stant ist. 

Diese auf a ausgebreitete Be- 
legung wird , falls M == 1 ist, 
und Sussere KrSfte nicht vor- 
handen sind, monogen sein, und 
lediglich abhdngen von der geo- 
metrischen Beschaffenheit der 
Owrve (S, 



in alien Puncten des Korpers 
constant ist. 

Diese auf <s ausgebreitete Be- 
legung wird , falls M = 1 ist, 
und Sussere KrSfte nicht vor- 
handen sind, monogen sein, und 
lediglich abhdngen von der ged- 
metrischen Beschaffenheit der Ober- 
fldche (?. 



Die in solcher Weise deiinirte Belegung mag die natiir- 
liche Belegung der gegebenen Curve oder Flache 6 heissen. 
Auch mag ihre Dichtigkeit mit y, ihr Potential mit TT, und 
der constante Worth dieses Potentials fur innere Puncte mit 
r bezeichnet sein, so dass also y eine der Curve oder Flache 
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a eigenthiimlich zugehorige Function, und f eine ihr eigeu- 
thiimliche Constante reprasentirt. 

Unter Anwenduug dieser Grossen y, f werden wir nuu 
im gegenwartigen Capitel einen wichtigen allgemeinen Satz 
beweisen, d^r fUglich als die Verallgemeinerung eines he- 
hannten Gauss^schen Satzes"^) anzusehen, und folgendermasseu 
auszusprechen ist: 

1st a eine geschlossene Curve oder Fldche, und V das 
Logarithmische resp. Newion'sche Potential irgend welcher un- 
hekannten innerhalb a gelegener Massen, so hesitzt die Sum me 
M dieser Massen den Werth: 

' * r ' 

die Integration aiisgedehnt uher alle ElenierUe d<s der gegehenen 
Curve oder Fldche.*'^) 

Hieraus folgt, dass die Summe der das Potential V lier- 
vorbriugenden Massen durch Angabe derjenigen Werthe, 
welche V auf der gegebenen Curve oder Flache besitzt, voU- 
kommen bestimmt ist, — ausser wenn f = sein soUte. 
Denn in diesem singuldren Fall konnte die vorstehende 
Formal moglicherweise die Gestalt 



anuehmen, mithin zur Bestimmung von M unbrauchbar werden. 

Der in Rede stehende singuldre Fall: f = tritt in der 
Ebene beim Logarithmischen Potential z. B. ein, wenn die 
gegebene Curve 6 eine Kreislinie vom Radius Eins ist. 
Andererseits aber erkennt man leicht, dass sein Vorkommeii 
im.Raume beim Newton'schen Potential tmmoglich ist. 

Mit Hiilfe des eben genannten erweiterten Gauss'scJwii 
Satzes werden wir nun leicht im Stande sein, folgende 
Theoreme zu beweisen: 



*) In der That wird man leicht erkennen, dass der von Gauss 
in seinen allg. Lehrsatzen Art. 20 aufgestelltc Satz mit dem hier fol- 
genden allgemeinern Satze identisch wird, sobald man den letztern 
aut* den Specialfall der Kugelfldche in Anwendung bringt. 

**) Ea bedarf wohl kaum der Bemerkung , dass in der vorstehenden 
Formel unter V^ , y^ diejenigen Werthe zu verstehen sind , welche die 
Functionen V, y im Elemente da besitzen. 
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In der Ebene. 
Bezeichnet a eine geschlossene 
CurvCj und V das Logarithmiachc 
Potential irgend welcher uuhe- 
kannten inner halt) (S gclegcner 
Massen, so wird dieses Potenlial 
V fur aUe.Punete ausserhalh a 



Im Raum. 

Bemchnct a eine gescfdossene 
FlacJie, und V das Newton* sche 
Potential irgend welcher unbe- 
kannten innerhalb o gelegener 
Massen, so wird dieses Potential 
V filr alle Puncte ausserhalh a 



voUig hestimnd sein, sobald nur vOlUg bestimmt sein, sohald nur 
s<'ine WerUw an fa selbcr gegcben seine Werthe auf a sclhcr gegeben 
sind; — ausser imsinguldren.\sind; — ohne Atisnahme, 
Jt'alle, ', 

In der That ist dieser Satzji 
im singolSren Pall, d. h. wennj 
die der Curve a zugeh6rige Con- '! 
stante f == ist, nicht mehr i 
richtig; — wie sich solches leicht 
durch ein Beispiel zeigen lllsst. 

Sobald. wir diese Dinge absolvirt haben , wird das eigent- 
liche Ziel des gegenwartigen Capitels erreicht seiu. Denn 
wir haben alsdann zu dem Theorem rechter Hand, welches 
schon im vorhergehenden Capitel (Seite 3 und 35) besprochen 
war, das analoge Theorem des Logarithmischen Potentials 
entdeckt, und somit die in jenem Capitel noch oflfen ge- 
bliebene Lticke ausgefiillt. 

Allerdings unterliegt der Weg, auf welchem wir dieses 
Ziel erreiehen, insofern ein em gewissen Bedenken, als wir 
dabei von einer Function y Gebrauch machen, dere%Existeuz 
theils durch unsere physikalischen Auschauungen^ theils durch 
einen gewissen Analogieschluss, nicht aber durch mathematischc 
Conclusionen verbiirgt ist. 

In manchen Fallen, z. B. fur Kreislinie und Kugelflache, 
Ellipse und Ellipsoid, kann ein solches Bedenken durch die 
wirkliche Aufstellung der Function y beseitigt werdeu. Auch 
wird die Anzahl der speciellen Falle, in denen man dem ge- 
ausserten Bedenken gegentiber in dieser besonders giinstigen 
Lage sich befindet, durch eines der spateren Capitel noch be- 
deutend vermehrt werdeu. 

Will man aber jenem Bedenken nicht in speciellen Fallen, 
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sondern im AUgemeineu zu begeguen suchen^ so sei erinuert 
an die von Gaifi^ gegebene Variations-Methode. Denn mit 
Hiiife dieser Methode kann man , wie am Schluss des gegen- 
wartigen Capitals gezeigt werden soil, nicht allein die 
Existenz der Function y im Kaume fiir eiue gegebene ge- 
schlossene Flache, sondern ebenso auch ihre -Existenz in der 
Ebene fiir eine geschlossene Curve erweisen. — Allerdings 
diirfte einer solcheu Variations - Methode kein unbedingtes 
Zutrauen einzuraumen sein, wie Aehnliches ja betreffs der 
Dirichlet'schen Variation s-Methode (des sogeuannten Dirichlet- 
schen Princips) schon mehrfach mit vollem llecht bemerkt 
worden ist. 

§ 1. 
Die Poisson'sclie Theorie. 

Es seien gegeben beliebig viele und init beliebigen 
Elektricitatsmengen geladene Condudoren und Isolatoren, von 
denen jeder fest aufgestellt ist. Wir wollen die elektrischen 
Gleichgewichtszustande der Condudoren zu ermitteln suchen^ 
unter der Voraussetzung, dass die elektrischen Zustande der 
Isolatoren unveranderlich sind. 

Dabei sei dahingestellt, ob die Ladungen*) der einzelnen 
Conductoren positiv, null oder negativ sind. Auch mag jeder 
Conductor von beliebiger Gestalt, z. B. von beliebig vielen 
Flachen begreiAt sein.**) Nur wollen wir voraussetzen , dass 
alle Conductoren isolirt, dass also ihre Oberflachen mit Luft 
oder liberhaupt mit isolirenden Medien bedeckt seien. 

Es %ei 6 einer der gegebenen Conductoren, ferner m 
ein in 6 enthalteues Elektricitatstheilchen mit den Coordi- 
naten x, y, g, endlich m V das auf m ausgeiibte Gesammt- 

*) Unter der Ladrnig eines Conductors vcrstehe ich die Gesammt- 
masse der ihm mitgetheilten Elektricit§<t. Und eben so verstehe ich 
auch unter der Ladung eines Isolators die Gesammtmasse der in ihm 
entiialtenen Elektricitat 

**) Ein Conductor wird nur eine Begrenzungsflache besiteen, falls 
er massiv, hingegen zwei, falls er schadlenfdrmig ist. Den allgemeinsten 
Fall von beliebig vielen, etwa n Begrenzungsflachen erhalten wir, weun 
wir uns einen Conductor vorstellen, der in seiuem Innern (n — 1) 
Hohlraume besitzt. 
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potential, namlich dasjenige Potential, mit welchem m solli- 
citirt wild von aller in dem .System uberhaupt vorhandenen 
Elektricitat; so dass also die auf m einivirkendeii Krafte 
X, Yj Z folgende Werthe besitzen: 

X = — m 77- f 
j: = — Ml 



Z = - m 



cy ' 

dv 
dz ' 



Soil daher das Theilchen m in Ruhc bleibeu, so miissen 
die Bedinguugen erfiillt sein: 

dx ^' 

dV ^ 

dz ' 

nnd soUen sammtliche Theilchen des Conductors (5 in Kuhe 
bleiben, so miissen diese Bedingungen (1.) in allmi Puncten 
von a erfiillt sein; woraus folgt, dass innerhalb (5 

Y = Const., 



und 






sein miisse. Die letzte Formel geht, mit Kiicksicht auf die 
bekannte iaptoce'sche Relation: ^, + ^~i + ^r = — ^tara 
[Seite 12], ttber in: 

6 = 0, 

wo B die im Puncte {x, y, z) vorhandene elektrischo Dichtig- 
keit bezeichnet. 

Zur Zeit des Gleichgewichtszustandes >vird also, wie aus 
(4.) folgt, die elektrische Dichtigkeit im Innern des Con- 
ductors 6 iiberall == 0, mithin alle darin enthaltene freie 
Elektricitat an seiner Oberflaclie abgelagert sein. Analoges 
gilt selbstverstandlich von jedem der iibrigen Conductoren; 
und wir haben also zur Zeit des Gleichgewichtszustandes 



2. 



4. 
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m 

eben so viele elektrisclie Schichten vor unS; als die gegebeneu 
Conductoren Oberflachen besitzen. 

Diese unendlich diinnen elektrischen Schichten sind, wie 
aus (2.) folgt, von solcher BeschaflFenheit, dass sie in Ver- 
bindung mit deii gegebenen Isolatoren (deren elektrische Zu- 
stande unveranderlich sind) ein Gesammtpotential V liefern, 
5. welches im Innern von 6, und also uberhaupt im Innem 
eines jeden Conductors constant ist 

Um die Eigenschaften jener elektrischen Oberflachen- 
Belegungen naher zu untersuchen, wollen wir zunachst die- 
jenigen Conductoren des gegebenen Systems betrachten, welche 
massiv, also nur von einer Flache begrenzt sind. Ist a die 
Oberflache eines solchen Conductors , ferner v die innere und 
N die dussere Normale von 0, so findet zwischen der Dichtig- 
keit d der auf 6 ausgebreiteten Belegung und zwischen dem 
Gesammtpotential V die bekannte Relation statt [vgl. S. 4]: 

Diese Relation aber nimmt, weil F[nach (5.)] im Innern des 
Conductors constant, mithin 3— = ist, die einfachere Ge- 
stalt an: 

Hieran schliesst sich die nicht unwichtige Frage, ob 
irgend ein Theil der Flache 6 unhelegt sein konne , oder (mit 
andern Worten), ob die elektrische Dichtigkeit 6 auf irgend 
einem Theil dieser Flache den Werth Null haben konne. 

Im AUgemeinen sind der Raum 6 des Conductors und 
sein Aussenraum % durch die elektrische 
Belegung der Flache von einander ge- 
trennt. Diese Trennung wtirde aufhoren, 
wenn irgend ein Theil 0' der Flache 
unhelegt ware, indem alsdann (S und % 
durch 0' wie durch ein Fenster mit 
einander communiciren und zusammen- 
genommen einen grosseren Raum 91 bil- 
den wiirden, der von elektrischer Materie vollig fret ware. 
Die Constanz, welche das Potential V [nach (5.)] in dem 



% 
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einen Theil (S dieses Raumes 9t besitzt^ mfisste sich also 

[nach bekanntem Satz^ S. 9 und 51] ausdehnen auf seinen an- 

dV 
dem Theil 21. Hieraus aber wiirde folgen , dass « rj , mithin 

[nach (6.)] auch d auf uberall =0 sei. Aus der von uns 
gemacMen Annahme, dass irgend ein Theil der Fldche 
unbelegt sei, wwrde also, wie wir sehen, mit Nothwendig- 7, 
lieit folgen, dass die game Fldche imhelegt ist, 

Nachtraglich erkennefi wir leicht, dass unsere Betraeh- 
tungen im Wesentlichen uDgeandert bleiben, wenn der Con- 
ductor nicht von einer, sondem von beliebig vielen Flachen 
begrenzt ist^ und dass in diesem Fall die Ergebnisse (6.); (7.) 
der Reihe nach fiir jede einzelne Flache giiltig sind. 

Durch Zusammenfassung der Resultate (5.), (6.), (7.) ge- 
Xangen wir daher zu folgenden Satzen: 

I. Sind beliebig viele mit beliebigen Elektridtdtsmengen 
^Fdadene Condactoren und Isolator en gegeben, so wird nach 
-^Eintritt des Gldchgewichtszustandes allc in den (^onductoren s. 
^'^^orhandene freie Elektridtdt an ihren Oberfldchen abgdagerf 
'f^ein; und zwar wf^'den diese eleMrischen Oberfldchen-Belegungen 
"^on solcher Beschaffenheit sein, dass das elektrische Gesammt- 
j2^tential V im Innern eines jeden Conductors constant ist, 

II. Zwischen der Dichtigleit d einer solchen Oberflachen- 
JBelegung und deni Potential V findet die Beziehung statt: 

WO N die dussere Normale der betrachteten Oberfldche, d, i. 
di^enige vorstelU, welche in das isolirende Medium hineinlduft. 

III. Bezeichnet man irgend eine urder den Obm-fldchen 
der gegebenen Conductoren mit a , so Jcann die auf a vorlmndene 
elekPrische DichtigJceit d in Jceinem noch so hleinen Theil e von 
den Werth Null liaben; — es sei denn, dass sie auf a 
allenthalben Null ware. 

Einige Bezeichnungen. — Besteht das betrachtete System 
iin Ganzen aus p Conductoren 6,, ($27 - - ' ^p ^^^^ 2 Isola- 
toren 3i> 32; • • • SS?; ^^^ bezeichnet man die constanten 
Werthe., welche das elektrische Gesammtpotential V nach 
Eintritt des Gleichgewichtszustandes in den einzelnen Con- 
ductoren besitzen wird, der Reihe nach mit (7,, C^i . * » Op, 
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9. a so pflegt man C^ kurzweg die elektrisclie Spannung des Con- 
ductors 6^, ebenso C2 die elektrische Spannung von 62 zu 
nennen; u. s. w. 

Man spricht haufig von einem 0ur JErde dbgeleiteten Con- 
ductor. Ich werde mich der Bequemlichkeit willen dieser 
Ausdrucksweise ebenfalls bedienen, darunter aber einen isolirten 

9.fi Conductor verstehen, dessen Spannung gleich Nullist 

§2. • 
Einige aus der Poisson'sclLen Theorie sich ergebenden Satze. 

Der Kiirze halber wollen wir diese Satze dem Funda- 
mentalsatz (8.) sich anlehnen lassen, indem wir die dort an- 
gegebenen allgemeinen Vorstellungen beibehalten, und nur 
die jedes Mai hiuzutretenden specielleren Festsetzungen zur 
Aussprache bringen. 

Erster Satz. — Besitzt eine^^ von den Conductoren des 
Systems (8.) einen Hohlraum, der vollstdndig erfullt ist mit 
einem isolirenden Medium, so wird mr Zeit des Gteichgewichts- 
mstandes auf der Oberfldche dieses Hohlraums Jceine Spur von 
Elektricitat vorhanden sein, 

Beweis. — Bezeichnen wir den Conductor mit ^, seinen 
Hohlraum mit 3; und die Grenzflache zwischen 6, 3 ^^ ^7 
so wird das elektrische Gesaramtpotential V [nach Satz (8.)| 
in alien Puncten von 6, mithin audi in alien Puncten von 
constant sein. 

Dieses V ist aber das Potential von Massen, welche 
theils ausserhalb 3, theils auf der Grenze von ^ ausgebreitet 
sind; und es wird daher F, weil es auf dieser Grenze, 
namlich auf constant ist^ auch constant sein .in sammt- 
lichen Puncten von 3 [Satz (30.), Seite 41]. 

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf (8. II), dass die auf 
6 vorhandene elektrische Dichtigkeit d iiberall == ist. W . 
z. b. w. 

Zweiter Satz. — Sind unter den Conductoren des Systems 

(8.) zwd vorhanden, von denen der cine den andern schaalen- 

11. formig umschliesst, so wcrden die einander zugewandten Fldchen 

dieser heiden (^onductoren mit gleich en und entgegen- 

gesetzten EleMricitatsmengen heladen sein. 
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Erster Beweis. — Bezeichnen wir den schaalenfonnigen 
Zirischenraum der beiden Coiiductoren mit ic, ferner die 
beiden Grenzflachen von € mtt a, a,, und die auf diesea 
Fiachen vorhandenen elektrischen Dicbtigkeiten mit S, di, 
so ist nacli (6.): 



- 2TSS = 



3F 



wo N, N, die in den Raum ® hiaeinlaufenden Normalen der 
Flacben ff, ff, voralellen, wahrend aelbstverstandlich V das 
elektriscbe Gesammtpoteutial bezeiclinet. 
Hieraus folgt sofort: 



-2trfsa.^fl^da, 
- 2-srfs, da, = ff^ d&i , 



die lutegrationen ansgedehnt reap, ilber a und o,, Uurcli 
Addition dieser beiden Fornielu folgt: 

- 2ir (/Mo +fS,d,,) -J'l^ d« +/||^ i., . 

Hier aber ist die rechte Seite ^ 0, zufolge eines Green 'scbeu 
Satzes [vgl. (44.) Seite 24]. Somit folgt scbhesslich : 

/tf(/fl+/ff,rfo, =0, 

w. z. b. w. __ 

ZweUer lie- 
tceis. — Wir con- 
strnii^n eine ge- 
schlosseDe Flache 
s, welche nm den 

Raum S sicb / i ' / 

herumzieht, «nd 1 I y^ / 

iunerbalb dea an 

© angrenzenden ^ ^_^ 

sch aalen formigen 
Conductors liegt. 
Alsdann ist nacb einem Green schen Satz [(4^.tt), S. 21]: 




go Drittee Capitel. 



JSJ 



= _2tirM, 
wo N die ilassere Normale der Flache s bezeichnet. Hier 
repraeentirt wiederum V das clektrische Gesammtpotential, 
und M die Summe derjenigen MasBeo von V, welche innerhatb 
s liegen. 

In dieser Formel iat nun aber die linke Seite = 0, weil 
V in alien pQucten des scliaaleniiirmigen Conductors comtant, 
mithin ^-j^ daselbst = ist. Somit folgt: 

M = 0, 
w, z. b. w. 

Drittet Safe. — Ist tmter den Condudoren des Systems 
(8.) ciner vorhantJen, welcher n andere Kiirper des Systems 
(die theils Conductoren, theils laolatoren eein konnen) schaalen- 
formig umscJiliesst , so wird die auf der inneren Oberflddte 
dieses sehaalmformigen CoruJuctors sich ansammelnde Elektrici- 
tdtstnenge, ahgeseken vom entgegengesetzten Vorseichen, eben so 
gross scin, wie nllc injmen n Korpern vorhandenen Elektrici- 
fdtsmengen svsammengenommen. 

Beweis. — Derselbe ist offenbar ganz analog dem zweiteji 
Beweise des vorhergehenden Satzes. 

Vierter Satz. — Das System (8.) enthalte cinen schaalen- 
formigen Conductor (5, welcher alle Ubrigen Km-per des Systems 
(Conductoren und iBolatoreu) iiTttschliesst ; fei'ner sei s die 
fiussere OberfJUche dieses schaalet^iinnufen Contlnctors (5, also 
sugleieh die aussere Begrenzungsfl&che des gcmzen Systems. 

Alsdann mrd die avfs eintrctende elektrisclie Vertketlung, 
vnd ehenso atich die Wirhtng des Systems nach Aussert genait 
dieselhc sdn, als bestunde das System avs einem eimigen von 
s begrenetm massiven Conductor, dessen Ladwng gleich ist 
der Gesammtladtmg des ganzen Systems. 

Bezeichnen wir den den Conductor (5 von Aussen um- 
gebeuden liaum mit ^Jl, ^ 

ferner die beiden Begren- 

zungaflaclieu von Q mit .<^ J'' 

s, a, endlich alle ubrigeii ^ ;J, ^ f 

(iuiierhalb o befiinllicben \ 

Kiirper) des gegebtnen \_ 

Systems mit x„ Xj, Xj, ..,.; ' '• — - -•- 
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so wird offenbar die Richtigkeit des vorstehendeu Satzes alien 
Zweifein eutrdckt sein^ sobald es uns gelingt, folgende beiden 
BehauptuDgen zu erweisen: 

I. Die Ladung der Fldche s ist eben so gross tvie die Ge- 

samnUladung des ganeen Systems, 
11. Das Potential von o, x,, Xj, x,, .... id im Raum 
6 + 9t iiberall = 0. 
Beweis der Behauptung I. — Bezeichnet man die den 
Korpem (E; X\} ^2) ^^7 • • • zuertheilten elektriscbeu Ladangen 
respective mit 

M, f*,, f*2, fta, . . . . 

und bezeichnet man ferner mit Ma und M« diejenigen beiden 
Theile von M, welche respective auf a und auf s sich aus- 
breiten^ so ist: 

und ferner nach (12.): 

Ma = — (f*i + f*2 + f*3 H )f 

folglich: 

M, == M + (f*i + f*2 + f*:» H ); 

w» z. z. w, 

Beweis der Behauptung II. — Zerlegen wir das elektrische 
Gesammtpotential F in zwei Theile 

F= W + Q, 
iudem wir unter 

W das Potential von s, 

andererseits unter 

Q das Potential von <?, Xj, Xj; ^31 • • • • 

verstehen, so ist [nach (8.)] TF + Q constant in alien Puncten 
des schaalenformigen Conductors iS. Hieraus folgt [nach 
einem friiheren Satz, Seite 47] sofort, dass TFund Q in jenem 
Gebiete (S einzeln constant sind, und dass insbesondere der 
constante Werth von Q identisch mit Null ist. Dieses Null- 
sein von Q v^ird sich aber^ weil die Massen von Q innerhalb 
6 resp. auf c liegeu; liber die Greuze s hinauserstrecken, 
und sich ausdehnen auf den Raum ^, -\- % [vgl. den Satz 
Seite 9]. W. z. b. w. 

Funfter Satz. — Das Systmn (8.) enthalte einen schaalen- 
formigen Conductor ii, dessen innere Begrenzung^flikhe 0, 

Neumann, Potential. C 
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dessen dussere Begrenmngsfldche s heissen mag; und von den 
sonstigen Kdrpern des Systems mogen einige x,, Xj, Xg, *. . . . 
14. innerhalb 0, die ubrigen Atj, A^j, ^3, . . . . ausserhalb s ge- 
legen sein. — Nennt man nun kurzweg 

* (?, Xj, Xj, «3, . . . .das innere System, 

und 

s, k^y ^2; ^3? . • • . das dussere System, 

so sind folgende Bemerkungen zu machen: 

I. Die Gesammtladung des inn em Systems ist =0; 
11. 2)05 Potential des inn em Systems ist im Baume des 
dussern uberall = 0. 
III. Das Potential des dussern Systems ist im Baume des 
inn em Uberall constant. 

Hieraus erkennt man, dass das innere tind dussere System 
hinsichtlich ihrer elektrischen Zustdnde von einander unab- 
h an gig sind. Hat man ndmlich, mit Hulfe der Begel I., 
die Ladung der Fldche 6> berechnet, so wird man weiterhin 
bei der Bestimmung des elektrischen Zustandes des inn em 
Systems 0^ Xj, x^, x^, .... von dem Vorhandensein des 
' dussern Systems vbUig abstrahiren konnen, wie aus III. folgt 

Und hat man andrerseits, mit Hillfe der Begel I. , die 
Ladung der Fldche s berechnet, so wird man weiterhin bei der 
Bestimmung des elektrischen Zustandes des dussern Systems 
s, k^, k^, k^, .... von der Existenz des innern Systems 
vbllig abstrahiren diirfen^ wie solches folgt aus II. 

Beweis der Behauptung 1. — Bezeichnet man die den 
Korpern 

V^ • Xi , Xn , Xo f . . . ri/t , Kt\ ^ A/o • • . . • 

zuertheilten Ladangen resp. mit 

M> 1^1 » 1^2; f*3> • • • m,, m2, ^3, . . . . 

und bezeichnet man ferner mit M^ und M, diejenigen beiden 

Theile von M, welche respective auf a und auf s sich aus- 

breiten, so ist 

M = Ma + M,; 

und ferner nach (12.) 

Ma = — (f*i + f*2 + f*3 H ) > 
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folglich: 

Mcr + 0^1 + f*2 + f*3 H ) = , 

w. z. b. w. 

JBeweis der Behauptungen II. und III. — Zerlegen wir 
das elektrische Gesammtpotential V in zwei Theile: 

indem wir unter 

W das Potential des dussern Systems 5, A*,, A^, A:-,, . . . 
andrerseits unter 

Q das Potential des innern Systems 6y x^^ X2, x^, . . . 

verstehen^ so ist [nach (8.)] W -^- Q in alien Puncten des 
Gebietes 6 constant. HIeraus folgt [nach bekanntem Satz, 
Seite 47]; dass W und Q daselbst einzeln constant sind; und 
dass insbesondere Q daselbst gleich Null ist. 

Nun konnen wir den ganzen unendlichen Raum in drei 
Theile zerlegen ^ 3» ® ^^^ 51, wo 3 <Jen innern Hohlraum 
des Conductors, 6 den Raum des Conductors selber, und 21 
den Aussenraum des Conductors bezeichnen soil. Die Massen 
des Po.tentials Q liegen im Gebiete % Folglich wird das 
Nullsein dieses Potentials im Gebiete € sich erstrecken auf 
den grossern Raum 6 + 51 [Satz, Seite 9]. Andrerseits 
liegen die Massen des Potentials W im Gebiete 21. Folglich 
wird [nach demselben Satz] das Constanisein dieses Potentials 
im Gebiete (J sich erstrecken auf das grossere Gebiet (5 + 3* 
W. z. b. w. 

§ 3. 
Die analoge Theorie der Ebene. 

Der Theorje der elektrischen Vertheiluug im Raume 
kann, wie schon bemerkt wurde (Seite 70), eine analoge 
Theorie in der Ebene zur Seite gestellt werden, wobei als- 
dann die elektrische Materie durch eine gewisse fingirte 
Matierie, und das Newton'sche Potential durch das Loga- 
rithmische zu ersetzen ist. 

In der That konnen wir zu sammtlichen Satzen der 

beiden vorhergehenden §§ die analogeu Satze der Ebene mit 

.Leichtigkeit angeben und beweisen. Und wir wollen bei 

6* 
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unsern weiteren Betrachtungen . so verfahren, dls ware dies 
wirTdich hereits gescheheviy indem wir in vorkommenden Fallen 
auf jene Sdtze der Ehene uns berufen, gleich dls war en sie 
wirJcUch hingesteUt 

Vom folgenden § ab indess woUen wir rait etwas grosserer 
Ausfiihrlichkeit verfahren. Denn wenn auch die . beideu in 
Rede stehenden Theorien der Hauptsache nach ziemlich gleich- 
laiifend sind, so treten doch Unterschiede auf, sobald die 
Werthe der Potentiale fiir unendlich feme Puncte in Be- 
tracht kommen.*) Sobald derartige Discrepanzen eintreten, 
werden wir im Folgenden eine Spaltung des Papieres ein- 
treten lassen , indem wir (wie friiher) die Satze der Ebene 
oder des Logarithmischen Potentials zar Linken, die des 
Raumes oder Newton'schen Potentials zur Rechten schreiben. 
Meistentheils jedoch wird es moglieh sein, die Satze der 
beiderlei Theorien mit einander zu verscbmelzen durch An- 
wendung folgender CoUectivbezeichDungen. 

Potential: das Logarithmische resp. Newton'sche Po- 
tential; 
Conductor: eine leitende ebene Flache resp. ein leitender 

Korper; 
Begrenmng des Conductors: die Randcurve der leitenden 

Flache resp. die Oberflache des leitenden Korpers; 
Ladung des Conductors: die Gesammtmasse des in dem 
Conductor enthaltenen fingirten resp. elektrischen Flui- 
dums ; 
Spannung des Conductors: der constante Werth, wel- 
chen das Gesammtpotential , nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes, in alien Puncten des Conductors 
besitzt. 

§4. 

Betraclitang eines einzigen Conductors. 

Definition der sogenamiten natiirlichen Belegung. — 
Wir haben. hier zunachst nur zu wiederholen, was schon in 
der Einleitung (Seite 70)' bemerkt worden war: 

*) Das Logarithmische Potential ist nUmlich fdr unendb'ch feme 
Puncte bald =^0, bald = oo, das Newton^sche Potential hingegen 
stets = 0. Vgl. Seite 9. 
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Denkt man sich eine leitende Denkt man sich einen Uiten- 

I 

ehene FldcJie, die von der go- den Korper, der von der ge- 
schlossenen Curve 6 • begrenzt , schlossenen Flache 6 begrenzt 
wird, mit einem Quantum ^n^ wird ^ mit einem Quantum Eins 
des fingirten Fluidums geladen," elektrischen Fluidums geladen, 
so kann die auf der Curve (?' so kann die auf der Flache a 
entstehende Belegung, falls keine i, entstehende Belegung, falls keine 
ausseren Eraf te influiren, lediglich llusseren Krafte influiren, lediglich 
von der geoitietrischen Beschaffen- von der gcomdrischen BescJiaffen- 
heit der Curve abhUngen. heit der FlSche abhangen. 

Die in solcher Weise definirte Belegung soil in Zukunft 
die noMirliche Belegung der gegebenen Curve, reap, die iiatur' 
liche Belegung der gegebenen Flache heissen. Gleiclizeitig 
mag ihre Dichtigkeit mit y, ihr Potential auf eineu variablen 
Punct mit TT, und der coustante Werth dieses Potentials fiir 
innere Puncte mit f bezeichnet werden. Alsdann reprasentirt 
also y eine der gegebenen Curve oder Flache eigenthumlich 
zugehorige Function, und f eine ihr eigenthumlich zugehorige 
Constante. 

Beispiel. — Fiir den speciellen Fall der Kreislinie oder 
Kugelflache sind die Werthe von y, TT, f sofort angebbar. 
ilit Hiilfe bekannter Satze [(32. a, i)j Seite 14] findet man 
namlich : 



fiir die Kreislinie: 
1 

r =logl, 

n = log 1 , 



fiir die Kugelflache: 
1 



n = 



1 



wo A den Radius , und r die \ wo A den Radius , und r die 



Centraldistanz des betrachteten 
Punctes vorstellt. 

Hieraus folgt, dass die der 
Kreislinie zugehorige Constante 
r posUiv, negtxtvv^ auch NuU sein 
kann , je nach der GrSsse des ! sUiv ist. 
Radius. So z. B. wird I = 0,i| 
falls der Radius = 1 ist. 



Centraldistanz des betrachteten 
Punctes bezey^hnet. 

Hieraus folgt, dass die der 
Kugelflache zugehorige Constante 
r unter alien UmstSnden po- 



15. 



16.a 



16.6 
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Wiedoraufnahme der allgemeinen Betrachtung. — Be- 
zeichnen wir die giBgebene geschlossene Curve oder Ober- 
flache nach wie vor mit 0y ferner die Puncte ausserhalh, auf 
und innerhalb respective mit a, o und i, so ist uacfa (15.): 

TT. = r, oa 

und ausserdem nach eiuem friihe- 
ren Satz [Theorem (A.) , Seite 33, 
oder auch Satz (13.), Seite 34]: 

eutweder : F > TTa > 17^^ , 
Oder: r < TT^. < TT^ . 

Diese Alternative konnen wir 
mit Hulfe der Formel (6.): 

OTT 

— 2'cJ'y == ^-^, {N die aussere Normale) 

noch einen Schritt weiter verfolgen, namlich sagen: Ent- 
weder ist: 

^ r > Tfa > TT^ ; und gleichzeitig y (iberall positiv; 

oder es ist: 

fi, r < TTa < TTgp , und gleichzeitig y iiberall negativ. 

Ein iiberall negativer Werth von y ist aber unmoglich, weil 
die Gesammtmasse fydo der natiirlichen Belegung gleich Eins 
sein muss [vgl. (15.)]. Somit haben wir uns fiir die erste 
Alternative, namlich fiir (a.) zu entscheiden. 

Folglieh ist fiir jeden Punct a: 

17. r > Ha > n^ , 

und y iiberall positiv, die betrachtete Belegung also monogen. 
Auch wird y [zufolge eines friiheren Satzes (8. Ill), Seite 77] 
auf keinem noch so kleinen Theil von a verschwinden. konnen. 
Somit gelangen ;|^ir, AUes zusammengefasst , zu folgendeu 
Satzen : 

Die natUrliche Belegung einer geschhssenen Curve oder 

Fldche ist stets monogen, — Oder genauer ausgedriickt : 

18. a Die DichtigTieit y der natiirlichen Belegung ist allenthalben 

positiv, und kann auf keinem noch so kleinen Theile von 

NuU seiH. 
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Bezeichnet ferner TT das Potential der naturlichen Be- 
legung auf einen variablen Bunct, utid T den constanten Werth 
dieses Botentials fur inner e Bunde, so findet fUrjeden ausser- 
halb 6 gelegenen Bund a die Formel statt: 



r > Ha > n 



00 



In dieser Formel sind die Zeiclien in sensu rigoroso zu nehmen, 
falls man jenem dussern Bund a die Beschrdnkung auferlegt, 
tveder auf a noch im Unendlichen liegen zu diirfen, 

Letztere Bemerkung ist eiiie unmittelbare Folge des schon 
genannteu Theorems (A.), Seite 33. 

Bemerkung uber die Constante TT^. — Die sogenauiite 
natiirliche Belegung der gegebenen Curve oder Flache a hat 
nach (15.) die Gesammtmasse Bins. Bezeichueu wir also 
nach wie vor die Dichtigkeit dieser Belegung mity, uud ihr 
Potential auf einen beliebigen Puuct mit TT, so ist: 

l==/yc«(y, 1 =Jyda, 

n=/l(iog|)yds il n^j*; 

wo r die Entfernung des betrachteten Punctes vom Elemente 
d6 vorstellt. Lassen wir nun diesen Punct ins Dnendliche 
riicken; so folgt mit Bticksicht auf (19.) sofort: 



da , 



TT^ = — CO. 

00 



CO 



Bomerkiing uber die Constante f; d. i. iiber denjenigen 
Wertir, welchen das Potential TT fiir innere Puncte besitzt. 



Die Werthe von log — sind 

je nach UmstSnden bald positiv; 
bald null , bald negativ. Gleiches 
gilt daher nach (20.) auch von 
TT, und folglich auch von dem- 
jenigen speciellen Werthe f, wel- 
chen TT ftlr innere Puncte besitzt. 
Die Constante V mrd also je 
nach Umstdnden hold positiv, hold 
nuUj hold negativ sein Mnnen. 
In der That zeigt das Beispiel 



Die Werthe von — sind stets 

r 

positiv, und die Werthe von y 

zufolge des vorhergehenden Satzes 

(18. a) ebenfalls ilberall positiv. 

Gleiches gilt daher nach (20.) 

auch von TT, und folglich auch 

von r. 

Die Constante f ist also stets 

\ positiv, und auch stets von NuU 

verschieden. In der That hat f 

den Werth 



18. /? 



19. 
20. 



21. 



22. 
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des Ereises , dass air diese drei 
FSUe vorkommen k5nnen. Denn 
die der Ereislinie entsprechende 
Constante f hat nach (16. a) den 

Werth log x" » wo A den Radius 

bezeichnet, und ist also positiv, 
null Oder negativ, je nachdem 
der Radius < 1 , = 1 oder > 1 ist. 



-/f 



d(S, 



wo r die Entfemungen dor Ele- 
mente da von einem beliebig 
gewShlten innem Puncte vor- 
stellen. Bezeichnet man also 
unter air diesen Entfemungen 
die grosste mit R, so ist: 



r> 



if' 



ydo , 



also nach (19.): 

_1_ 
B ' 



r> 



woraus folgt , dass f nicht Null 
llsein kann. 

Nennen wir also den Fall: f = Jcurztvvg dmi singti- 

23. Idren Fall, so homien wir mit RUcJcsicht auf (22.) sagefiy 
dass dieser singuldre Fall wohl in der EhenCy niemals aher 
im Raume vorhommt 

§5. 
Betrachtung zweier Conductoren. 

Erster Satz. — Besitscn zwei Condudore^i 6 und 6' 6e- 

24. liebige Ladungeii, so tvird (falls keine ausseren Krafte in- 
fluiren) wenigstens auf einem derselben eine monogene*) Ver- 
theilung stattfinden. 

Beweis. — Es sei V das Gesammtpotential ; ferner seien 
C und C die Spannungen der beiden Conductoren, d. i. die 
constanten Werthe von V innerhalb 6 und S'. 

Bezeichnen wir nun sammtliche Puncte ausserhaJb der 
beiden Conductoren mit a , so werden die Eoctreme der Werthe 
Va durch zwei der Zahlen 

C, C, F, 

dargestellt sein; also entweder dargestellt sein durch C, G\ 
Oder durch C, F^, oder durch C\ F^; [wie solches sich 



•} Vgl. Seite 69. 
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ergiebt aus dem erweiterten Theorem (-4.), vgl. die Bemerkung 

(25.), Seite 39]. Wie die Sachen also auch liegeu mogeii; 

eines jener beiden Extreme wird stets durch C resp. durch 

C dargestellt seiu. 

Um die Vorstellung zu fixiren, nehmen wir an, es sei 

durch C dargestellt. Alsdann sind entweder sdmmtUclie Va 

Jcleifier dls C, oder umgekehrt: sdmmtliche Va grosser als C. 

Im erstern Fall aber wird offenbar die mittelst der Formel (8. II) 

dV 
— 2ljSd = TTTT (N die aussere Normale) 

zu. bestimmende Dichtigkeit d der Belegung des Conductors 6 
aUenthalben positiv^ uud im letztern allenthalbm negativ sein. 
W. z. z. w. 

Zweiter Satz. — Besitzen zivei Co^iductoren G tind (£' 
entgegengesetzte Ladungmi + ^ ^^^ — ^; ^^ entstehen 25. 
(falls keiue ausseren Krafte vorhaudeu sind) auf beiden 
monogene Belegungen, die iibrigens unter einander entgegen- 
gesetztes Vorzeichen haben. 

Beweis, — Bedieiien wir uns derselben Bezeichnungen 
wie vorhin, so sind im gegenwartigeii Fall die Extreme der 
Va nothwendig durch die Zahlen 

dargestellt; [denn an Stelle des Theorems {A.) kommt gegen- 
wartig das Theorem (A\), Seite 37 zur Geltung], Hieraus 
folgt durch Anwendung der bekannten Formeln 

dV 



2^d = 



aN 



sofort, dass S constantes Vorzeichen hat, und S' ebenfalls. 
Nun soil aber 

fd da =- + tA, 
j8'da' = — tA 

sein. Somit erkennen wir, dass S aUenthalben positiv und 8' 
aMenfhalben negativ sein wird, falls die gegebene Zahl M einen 
positiven Werth hat; und dass andererseits das Entgegen- 
gesetzte stattfinden wird, falls M negativ ist. 
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Dritter Satz. — BesiM der Conductor (S eine beliebige 

26. Ladung, und der Conductor (£' die Ladung Null, so tvird 

(falls keine ausseren Krafte influiren) auf dem erstern eine 

monogene, auf dem Mztern eine amphigene Vertheihmg sich 

etabliren, 

Beweis. — Da 6' die Ladung Null hat, so ist: 

jS'd0' = Q. 

Hieraus folgt, dass S' an verschiedenen Stellen verschiedenes 
Vorzeichen hat, und dass also die Belegung des Conductors 6' 
amphigen ist. Solches constatirt, ergiebt sich nun aber aus 
dem ersten Sates (24.) sofort, dass die Belegung von 6 mo- 
nogen i«t. 

Bemerkung. — Bei zwei gegebenen und beliebig ge- 
ladenen Conductoren sind iiberhaupt nur drei Falle denkbar: 

JErster Fall: Beide Conductoren haben monogene Be- 
legungen. Dieser Fall ist moglich, und tritt stets ein, wenn 
die Summe ihrer Ladungen = ist. [Vgl. (25.).] 

Zweiter Fall: Der eine Conductor hat eine monogene, der 
• , andere eine amphigene Belegung. Dieser Fall ist ebenfalls 
moglich , und tritt stets ein, wenn die Ladung des einen Con- 
ductors = 0, die des andern von verschieden ist. [Vgl. (26.).] 

Dritter Fall: Beide Conductoren haben amphigene Be- 
legungen. Dieser Fall ist unmoglich [zufolge des Satzes 
(24.)]. 

Bei air dieseu Betrachtungen ist naturlich bestandig 
vorausgesetzt, dass die Conductoren sich selber iiberlassen 
sind , dass also keine ausseren Krafte auf dieselben einwirken. 

Vierter Satz. — Besitzt ein Conductor die Ladung -\- 1, 

28. so wird die auf ihm durch einen dussern Massenpunct — 1 
inducirte Vertheilung jederzeit monogen sein, 

^ Beweis. — Der Satz ergiebt sich leicht als ein Special- 

fall unseres zwertien Satzes (25.), indem man den aussern 
Massenpunct als eine unendlich kleine Kugel betrachtet. 

Fimfter Satz. — Besitzt ein Conductor die Ladung (M + 1), " 

29. so tvird die auf ihm' durch einen dussern Massenpunct — 1 
inducirte Vertheilung monogen sein, falls tA^O ist. 

Beweis. — Fiir M = haben wir den Satz bereits in 
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(28.) bewiesen. Es bleibt also uur noch iibrig, ihn zu be- 
weiseu fur M > 0. 

Es sei V das Gesammtpotential, ferner C seiu coustanter 
Werth im Innem des Couductors; und F^ sein Werth iu 
dem gegebenen aussem Massenpuuct /x = — 1. Bezeichneu 
wir alle Puncte ausserhalb des gegebeneu Couductors mit a, 
so werden [nach Theorem (^.)] die Extreme der Va dargestellt 
sein durcb zwei der Zahleu: 

Um indesseu weiter hierauf eingehen zu kouneU; miissen 
wir den Fall der Ebene von dem des Raumes trennen. 

In derEbeneh&i T^ den Werth : Im Eautne hat F^ den Werth: 

K^ = (- 1) log 1 , >^M=-^^ 

darin r = gesetzt. Somit folgt : darin r = gesetzt. Somit Iblgt : 

7^ = — <x>. I F^ = — oo- 31. 

Die Ladung des Conductors ist'Die Ladung des Conductors ist 
=» (M + 1), und die Masse des = (M + 1), und die Masse des 
Punctes jii = — 1 , also die Punctes f* = — 1 , also die 
Summe der Massen = M. So- 'Summe der Masscn = M. So- 
mit folgt : mit folgt : 

F = M loc — V = — 

I 

darin r = oo gesetzt. Nach j darin r = oo gesetzt ; d. i. 

unserer Annahme ist aber M > ; i 

mithin: 

■^00 = — oo • F^ = 0. 32. 

Aus (30.)v(31.)» (32.) folgt,' Aus (30.), (31.), (32.) folgt, 
dass die Extreme der Va dar-jdass die Extreme der Va dar- 
gestellt sind durch zwei der'gestellt sind durch zwei der 
Gr5ssen Grossen : 

C, — CX) , — oo . C, — (X) , . 33. 

Nun kdnnen offenbar jene Ex- , Nun k5nnen jene Extreme nicht 
treme nicht dargestellt sein durch dargestellt sein durch C7, , wcil 
— oo , — oo; denn sonst wtlr- — oo ausserhalb des Intorvalls 
den die Va durchweg «= — oo |, C, liegt. Auch kdnnen sie nicht 
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sein. Folglich natlBsen dieselben 
dargestellt sein durch 

(7, — <x>. 

Folglich sind sUmmtliche Va klei- 
ner als (7; folglich ist die Ver- 
theilung auf dem Conductor eine 
monoffene'^ w. z. b. w. 



dargestellt sein durch — oo, 0; 
denn sonst wttrden sftmmtliche 
Va negcativ sein;- wfthrend sie 
doch fUr sehr wait entfemte 

M 
Puncte = ~ , also posUiv sind, 

(denn nach unserer Annahme ist 
ja M > 0). Folglich kSnnen 
jene Extreme dor Va nur dar- 
gestellt sein durch « 

C, — oo. 
U. s. w. 

Sechster Satz. — Sifid 0wei Conductoren 6 und (£' his 
zu irgend welchen Spannungen C mid C geladen, so sbid 
(immer vorausgesetzt; dass keine ausseren Krafte influiren) 
folgende Sehauptungen m machen,*) 



Erste Behauptung, 



Ist 
Oder 



C>C'> V 



00 > 



c<c' <r^, 

SO ist die Vertheilung auf ^ mo- 
nog en, im er stern Fall positiv, 
im letztern negativ. 

Bemerktmg. — Der Beweis 
ist analog dem Beweise des 
Satzos rechter Hand. Selbst- 
yerstandlich reprasentirt V^ don 
Werth des Gesammtpotentials V 
fttr unendlich feme Puncte ; und 
es ist daher dieses V^ je nach 
Umstlinden + cx) oder — oo 
Oder 0. 



Ist C>C'>0, 
Oder (7<C'<0, 

so ist die Vertheilung auf (^ mo- 
no gen j im erstern FaU positiv j 
im letztern negativ. 

Beweis. — Bezeichnet man 
alle Puncte ausserhalb der bei- 
den Conductoren mit a, und 
das elektrische Gesammtpoteniiid 
mit F, so sind die Extreme der 
Va [Theorem {A.)] durch zwei 
der Zahlen: 

C, C, K 

d. i. 

0, C\ 

dargestellt. Zufolge der ange- 
nommenen Relationen muss also 
das eine. Extrem = C, das an- 
dere = sein. U. s. w. 



oo 



*) Der Leser wird gebeten, mit der Spalte rechts zu beginnen. 
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Zweite Behauptung, 



1st 
Oder 






OD ' 



OO ' 



SO sind die Verfheihtngen auf 
heiden Condudoren monogen 
imd von gleichem Voreeicfien. 
Im erstern FaU sind heide po- 
sUiv, im letdern heide negativ, 
Bemerkung. — Der Beweis 



1st C=C' >0, 

Oder C == C' < , 

so sind die VertheUungen auf 
heiden Condudoren monogen^ 
und von gleichem Vorzeiclien. 
Im erstern Fall sind heide po- 
sitiv, im letztern heide negativ, 
Beweis. — Die Extreme der 



ist ebenso wie beim Satze rechts. Va sind dargestellt durch zwei 

I der Zahlen: 

d. i. 

C, C\ 0. 
Zufolge der angenommenen Re- 

lationen muss daher das eine Ex- 

I 

trem = C = C\ das andere 
= sein. U. s. w. 

Dritte Behauptung, 

Ist C>V^>C\ ! Ist C>0>C\ 

Oder C<V^<C\ \oder C < < C\ 



CO 



so sind (genau dieselben 

Worte wie rechter Hand). 

. Es ist aber V^ gleich + cx>, 
— <x> Oder ; und es kann da- 
her der Yorstehende Satz eine 
wirkliche Bedeutung nur in sol- 
chen Fallen haben, wo F„ = ist. 



so sind die VertJieUungen auf 
heiden Condudoren monogen, 
undzwar von entgegengesetz- 
tem Vorzeichen, Im erstern Fall 
ist die Vertheilung auf 6 positiv, 
die auf 6' negativ; im Idztern 
umgekehrt, 

Beweis, — Die Extreme der 
V sind wiederum dargestellt 
durch zwei der Zahlen: 

c, c, v^ , 

d. i. 

C, C\ . 

i| Zufolge der angenommenen Re- 

I lationen ist daher das eine Ex- 

!l trem = C, das andere = C 

U. s. w. 
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Vierte Behauptung, 



Hier ist Aehnliches zu be-| 
merken wie bisi* der dritten Be- 1 

I 

hauptung. 



Ist C> C = , 

Oder < C = , 

so sind die VertheUungen auf 
heiden Condudoren mono gen 
und von entgegengesetztem 
Vorzeichen, Im erstern FaU ist 
die Vertheilung auf 6 posUiv, 
die auf 6' negativ; im letztern 
umgekehrt, 

Beweis, — Die Extreme der 
Va sind dargestellt durcb zwei 
der Zablen: 



d. i. 



c, c, r 



00 ' 



36. 



Zufolge der angenommenen Re- 
lationen ist daber das eine Ex- 
trem = C, das andere = C == 0. 
U. s. w. 

Siebenter Satz. — Dieser Satz beschaftigt sick mit einem 
zur Erde abgeleiteten Conductor, und lautet folgendermassen: 

Die in einetn zur Erde abge- 
leiteten Conductor durch einen 
eWktriscTien Massenpund — 1 iw-" 
ducirte Vertheihmg ist stets mo- 
no gen, und zwar positiv. 

Beweis, — Verstehen wir un- 
ter a s^mmtlicbe Puncte ausser- 
balb des gegebenen Conductors, 
so sind die Extreme der Va dar- 
gestellt durcb zwei der Zablen: 

WO C die Spannung des Con- 
ductors und F^ den Wertb von 
I V in dem gegebenen Massen- 



i 



punct fjL = — 1 bezeicbnet. Es 
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j! ist aber C = , weil der Con- 

I'ductor zur Erde abgeleitet ist; 

i und andererseits Vu = — oo. 

ij Ausserdem ist V^ = 0. Folg- 
lich sind jene Extreme darge- 
gestellt durcb zwei der Zahlen: 

0, — c», 0. 

IFolglich muss das eine Extrem 
== 0, das andere = — oo sein. 
U. s. w. 

Bemerkung. — Man karni 
ojfenbar den vorstehenden Satz 
auch so aussprechen: 
WoUte man zum Satze recb-l; Sind zwei fiir skill allein vor- 
ter Hand den gleichlautenden handene Conducforen (J, fi ge- 
Satz der Ebene aufznstellen wa- gehen, von denen (i wnendlich 
gen, so wttrde derselbe falschlkldn, und hesifd (J die Span- 
sein, wie das Beispiel von ^rm- 1 www^ 0, andererseiis fi die La- 
flUche und Fund deutlich er- 1 dung — \ , so ist die Verthei- 
kennen iSsst. Denn man ^ndei. lung auf (i stets mo no gen, 
in diesem Beispiel (durcb directe ,, 
Ausftlbrung der betreffenden ! 
Recbnungen), dass die Yertbei-i, 
lung auf der Kreisperipberie, je 
nacb der Lage des Punctes 
(I = — 1 , bald monogen, bald 
amphigen ist. 

Aohter Satz. — Sefindet sich ein Conductor 6 im HoJil- 
raum eines ring- oder schaalenformigen CondMctors 6', so 
werden auf der a us s em Begrenzung von K und auf der 
inner n von 6' mo no gene Vettheilungen vorhanden sein von 
entgegengesetzten Vorzeichen.*) 

*) Die gegebenen Gonductoren sind leitende ebene Fldchen oder 
leitende Korper. Im ersten Fall soil angenommen werden, dass der 
Conductor Q,' eine ringformige Gestalt besitze, z. B. begrenzt sei von 
zwei concentriscben Kreislinien oder zwei confocalen Eilipsen u. dgl. 
Tm letztem Fall soil angenommen werden^ dass Q' eine schcuilenfdrmige 
Gestalt babe, etwa begrenzt sei von zwei concentriscben Kugel- 
Mcben a. s. w. 



36. 
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Beweis, — Es sei V das Gesammtpotential^ ferner seien 
C und C" die constanten Werthe, welche F in 6 und 6' 
besitzt. Bezeichnen wir nun die Puncte des zwischen 6 und 
(S' vorhandenen schalenformigen Raumes mit iy so sind die 
beiden Extreme der Vi dargestellt durch 

U. s. w. 

BemerJcung, — Der vorstehende Satz ist oflFenbar auch 
87. dann noch giiltig, wenn man den Conductor 6 dureli eine 
unendlieh kleine Kugel oder geradezu durch einen einzelnen 
Massenpunct ersetzt. 

§6. 
Betrachtong beliebig vieler Conductoren. 

Erster Satz. — Sind n Conductoren ©i, 62; • • • • 6n 
38. mit beliebigen Ladungm gegeben, so wird (falls keine ausseren 
Krafte influiren) wenigstens atif einem derselben eine mono- 
gene Vertheilung vorhanden sein, 

Beweis, Es sei V das Gesammtpotential, ferner seien 
Ci, C2, ' * • Cn die Spannungen der einzelnen Conductoren, 
d. i. die constanten Werthe von V im Innern derselben. 

Bezeichnen wir sammtliche Puncte ausserhalb der Con- 
ductoren mit a, so sind die Extreme der Va dargestellt durch 
zwei der Zahlen: 

Folglich muss wenigstens eines dieser Extreme unter den C 
zu finden sein. U. s. w. 

Zweiter Satz. — Sind n Conductoren 6|, 62, . . . Sn 
89. gegeben, und ist die Summe Hirer Ladungen = 0, so werden 
(falls keine ausseren Krafte influiren) mindestens auf zweien 
dieser Conductoren monogene Vertheilungen stattfinden. 

Beweis. — Die Extreme der Va sind dargestellt durch 
zwei der Zahlen: 

[denn an Stelle des Theorems (A,) kommt hier, wo die Summe 
der Massen = ist, das Theorem {A\) zur Anwendung]. Folg- 
lich miissen beide Extreme unter den C enthalten sein. U. s. w. 
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Dritter Sats. — Sind n Condudoren (?j, 62, • . • 6« 
his zu bdiebigen Spannungen C,, Cj, ... C« geladen, so 40^ 
gdten (£alls keine ausseren Erafte einwirken) ahnliche Be- 
haupiungen, wie in (34.). Ich wiU mich hier darauf he- 
schrdnken, die erste derselhm namJwft zu niaclim. Sie lautet: 

1st: C^>a^...>Cn> V^, 1st: Cj > Co . . . > Cn > , 

Oder: G^ <C^, . . <Cn <y^,' oder: C, < C^ . . . < C, < 0, 

so ist die VertheUung auf (S, so wird die Vertheilung auf 6 
monogen, und zwar im erstern monogen sein, ufid zivar positiv 
Fall positiv, im letztern negativ, im ersten, negatir im letzten Fall. 
Bemerkung. — Der Beweis , Beweis, — Die Extreme 
ist analog dem Beweise rechter der Ya sind durch zwei der 
Hand. SelbstverstHndlich re- ' GrSssen 
prBsentirt F„ den Werth des ;' C, , Cj , . . . (7, , F„ , 
Gesammtpotentials F flir unend- ij ^ j ^„^^^ ^^^j ^^^ g^^^^^^^ 
lich feme Puncte; und es ist n n n a 

daher dieses^ F^ je nach Um- *' '2 ' ' ' »' 

stSnden + cx) oder - 00 oder 0. <largestellt. Zufolge der ange- 

I nommenen Relationen muss also 
das eine Extrein = C^ , das an- 
dere = sein. U. s. w. 

§ 7. 
Erweitemng eines Gauss'schen Satzes. 

Es sei V das Logarithmische oder Newton'sche Potential 
eines in der Ebene resp. im Raume beliebig gegebenen Massen- 
systems. Femer sei 6 eine geschlossene Curve oder Flache 
von beliebiger Gestalt und Lage. 

Bezeiehnen wir die ausserhalh o befindljchen Massen- 
elemente des gegebenen Systems mit m, Wj, m^, . . . . , 
und die innerhalb 6 befindliehen mit ^, fl^J fi^^ . . . . , so 
besitzt V in irgend einem Puncte x den Werth: 

r, = i:mTm. + Il(iT^.. 

Als Hiilfsmittel fOr unsere Zwecke woUen wir nun die 
sogenanute natUrliche Belegung der Curve oder Flache 6 uns 
vergegenwartigen, und diejenigen Grossen y, TT, f benutzen, 
welche dieser natiirlichen Belegung entsprecheii wiirden 

- Neumann, Potential. 7 



1. 
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[vgl. Seite 85]. Ist d6 irgeud ein Element der Curve oder 
Flaehe 6, und bezeiehnen wir die in diesem Elemente vor- 
handenen Werthe von V, y mit Fa, y^, so wird offenbar: 

und hieraus folgt durch Integration: 

fVayada = HimfTmayada) + ^ (ii/T^ayoda). 

Nun ist aber nach der Definition von y, TT, f: 

fTmayade^Tlmy 

jT^oyada = r, 

weil die Punete m ausserhalb, die Puncte ft innerhalb liegen. 
Somit folgt: 

Das in dieser Pormel enthaltene Resultat konnen wir, wie 
sehr bald*) naher explieirt werden soil, als die Erweiterung 
eines gewissen Gauss'schen Satzes ansehen, und folgender- 
massen aussprechen: 

Erweiterter Gauss' scher Satz, 

Ist 6 eine geschlossene Curve oder Fldche, und V das 
Potential irgend welcher Massen, von denen einige m ausser- 
halb, andere ft innerhalb 6 liegen, so ist: 

fVayada = Xm'nm + -S/aT, 

wo y, TT; rdie der naturlichen Belegung von 6 entsprechen- 
den Grossen vorstellen [vgl. Seite 85]. 

Enthdlt das gegebene Massensystem Elemente, die gerade 
auf 6 liegen, so Jconnen wir dieselben [wie der blosse Anblick 
2. der vorstehenden Formel (1.) erkennen lasst] nach Belieben 
den m oder auch den fi beigesellen.**) 

Liegen z, B. sdmmtliche Massenelemente des gegebenen 



*) Namlich im nachfolgenden Beispiel. 

**) Rechnen wir namlich ein solches au/* a befindliches Massenelement 
fi' zu den fi, so lautet das entsprechende Glied der Formel (1.) offen- 
bar: jEtT. Und rechnen wir andrer&eits jenes Element zu den m, so 
lautet dasentsprechende Glied: /it'TT^- . Wir erhalten also in beiden 
Fallen genau dasselbe Glied. Denn TT , reprasentirt den Werth von TT in 
einora auf a gelegenen Puncte , und ist also ideptisch mit f. 
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Systems fheils auf, theils inner h alb (T, so konnen wir die- 
selben sdmmtlich zur Classe dei' ft rechnen, wodurch unsere 
Formel (1) die Gestalt gewinnt: 

wo M = Ufi die Gesammtmasse des Systems hezeichnet, 

Beispiel. — 1st a eine Kr6islinie oder Eugelflache, so 
haben y, T, TT folgende Werthe [vgl. Seite 85]: 



1 


1 


'^ 20IA ' 


'^ 20A«' 


r-iog^, 


r-i- 


mTT^ — mlog ^ , 


i "n.--?-, 



WO r die Gentraldistauz des Puuctes m, und A den Radius 
bezeichnet. Piir diesen speciellen Pall der Kreislinie resp. 
Kugelflaehe gewinut daher die Formel (1.) folgende Gestalt: 



2I3A 



= X (mlog y\+i:U log ^ 



20A« 



m , mi ^ 



= 1:^ + 2: -^5 



r • A 



dies aber ist der Gauss'sche Satz des arithmetischen Mittels 
[vgl. Seite 25]. Und demgemass sind wir also in der That 
bereehtigt, unsern allgemeinen Satz (1.) als eine Erweiterung 
dieses Gauss'schen Satzes zu bezeichnen. 

Bemerkung. — Ftir den SpeeialfaH M = geht die 
Formel (3.) uber in 

JVaYad0 = O. 4. 

Da nun ya [vgl. den Satz (18.), Seite 86] iiberali positiv und 
auf keinem noch so kleinen Theil von Null ist, so folgt 
hieraus sofort, dass die Werthe Va theils positiv, theils ne- 
gativ sein mtissen. Oder genauer ausgedruekt: 

Reprdsentirt 6 eine geschlossene Curve odefr Flache, und 
hefinden sick theils auf, theils innerhalb a irgend welehe 5. 
Massen', der en Summe = ist, so Mnnen die Werthe, ivelche 
das Potential dieser Massen auf 6 besifzt, nicht alle von 
einerlei Vorzeichen sein; — es seidenn, dass sic sdmtntlich 
= sind. 

7* 
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Zweite Bemerkung. — Aus (3.) folgt ferner: 



6. 



M 



= !^ 



da 



Nebmen wir nun an, die natiirliche Belegung der Curve oder 
Flache a und die dieser Belegung zugehorigen Grossen y^, V 
waren bekannt. Alsdann konnen wir vermittelst der Formel 
(6.) die Masse M berechnen, falls die Werthe Vo gegeben 
sind; — es sei deuii, dass r = ist. Sollte namlich dieser 
sogenannte singular e Fall'. r = vorhanden sein, so konnte 
die Formel (6.) moglicherweise die Gestalt 

besitzeU; mithin zur Berechnung von M unbrauchbar sein. 
Wir gelaugen daher zu folgendem wichtigen Satz: 

Sollen sdmmtUche Massen eincs gegebenen Potentials V 
theils auf, theils innerhalb einer gegebenen geschlossenen 
Curve oder Flache a liegen, und sind ferner die Werthe von 
V auf a gegeben, so wird hierdurch die Summejener Meissen 
vollstdndig bestimmt sein; ausser im singuldren Fall. 



Das einfachste Beispiel des 
singulSren Pallas : f = ist be- 
kanntlich eine Kreislinie a vom 
Radius 1. Und in der^hat er- 
kennt man leicht, dass der vor- 
stehende Satz (7.) ftir eine seiche 
Kreislinie nicht melft' gUltig ist. 

Setzen wir namlich: 

V =W, 

r=Tr+f*olog|, 

und verstehen wir dabei unter 
W das Potential irgend welclier 
innerhalb der Kreislinie a ge- 
legenen Massen, und unter 

^0 log y 

das Potential eines im Centrum 
gelegenen Massenpunctes (Iq, so 
haben die Potentiale V und V 



Im Eaum kann der in Bede 
stehende singullLre Fall : f = 
niemals vorlcommen , wie wir sol- 
ches schon frUher dargelegt ha- 
ben. [Vgl. (23.) Seite 88.] 
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auf der Peripherie a einerlei 

Werthe; iind trotzdem ist die 

Summe der Massen ftir V eine 
andere als fttr F'. 



§ 8. 

Ueber die zur Bestimmung eines Potentials ausreicliendeii 

Bedingnngen. 

Wir haben im ersten Capitel gewisse Theoreme mit 
(A/^, (J,^ und (S,^"^ bezeichnet, urn in solcher Weise 
anzudeuten^ dass dieselben von Potentialen handeln, deren 
Grenzwerthe bis auf unbestimmte additive Co7istanteii vor- 
geschrieben sind. Wir werden gegenwartig zu andern Tlieo- 
remen iibergehen, die mit jenen eine gewisse Aehnlichkeit 
besitzen, die aber von Potentialen handeln, deren Grenz- 
werthe dbsolut d. h. voUstdndig vorgeschrieben sind, und die 
wir dementsprechend mit {A.^')y (e7.^**) und (/S.^**) bezeichnen 
woUen. 

AUerdings sind wir mit einzelnen Bruchstiicken dieser 
Theoreme (J..***), (e7.^) und (S.*»**) bereits bekannt durch ge- 
legentliche Excursionen im ersten Capitel.*) Zu einer voU- 
standigen und systematischeu Darstellung der in Rede stehen- 
den Theorie war uns damals aber noch der Weg verschlossen. 
Und erst gegenwartig haben wir uns diesen Weg eroflFnet 
durch Aufstelluug des erweiterten Gauss'schm Satzes (im vor- 
hergehenden §). 

Theorem (-4.«**). 

SoUen die Massen eines Potentials V theils ausserhalh des 
Gebietes 31, theils auf seiner Grenze liegen, und sollen ferner 
die Va vorgeschriebene Werthe haben, so ist hierdurch V ^• 
voUstdndig bestimmt fur alle Puncte von 31; - ausser im 
singuldren Fall, 



*) Es ist uns namlich schon von damals her derjeDige Theil des 
Theorems {AJ^) bekaDnt, welcher den Baum betrifft, desgleichen der 
zweite Beweis dieses Theorems [vgl. (14.) Seite 35]. Ausserdem ist uns 
bekannt das Theorem (J.^^O* nebst seinem zweiten Beweise [vgl. (31.) 
Seite 41]. 
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Beim Beweise dieses Theorems ist es zweckmassig, mit 
dem Raum zu beginnen, und dann erst zur Ebene iiber- 
zugehen.*) 

Erster Seweis, 

Ein analoger Beweis in der 
Ebene ist nicht moglichy weil die 



betreffende Green' sche Fonnel 
[vgl. Seite 21] hier in der Ebene 
zur rechten Seite nicht mehr die 

0, 

sondern 

oder oo 
hat. 



Nehmen wir an, es existirten 
0wei Potentiale V und V' der 
genannten Art. Alsdann wird 
offenbar die Differenz 

U= V— F' 

ein Potential sein, dessen Massen 
ebenfalls theils ausserhalb des 
Gebietes 91 , theils auf seiner 
Grenze liegen; und Uberdiess 
wird Z7a = sein. Somit folgt 
durch Anwendung eines Green- 
schen Satzes [Seite 21]: 

oder, weil die Ua = sind: 
f(EU)dr = 0, 

Hieraus folgt weiter, dass 

dU dU dU 
dx ' dy "* dz 

in 91 ttberall =0, mithin U 
daselbst constant ist. Dieser 
constante Werth von •TJ kann 
aber, weil die Ua = sind, 
kein anderer als der Werth NuU 
sein. W. z. b. w. 



Zweiter Beweis. 



Ein analoger Beweis ist in der 
Ebene nicM moglich. Entsprechen 
nftmlich V und V den in un- 



Wir setzen wieder 

7— r =U. 

Die Massen der Potentiale F, F', U 



*) Der Leser wird demgem3.88 gebeten, dieselbe Eeiheufolge zu 
beobachten. 



Die Theorie der elektrischeu VertheiluDg. 



103 



serm Theorem genannten Be- 
dingungen, und setzen wir: 

so sind F, V\ U drei Poten- 
tiale, bei denen Hber die Summe 
der Massen nicht das Mindeste 
bekannt ist. Und wir wissen 
daher nicht, ob 



U^ =^ Oder = + oo 

00 _J — 



sei. 



liegen alsdann ausserJialh % resp. 
auf <y. Oder (was dasselbe ist) 
sie liegen innerhalh 3 resp. auf 
a, Somit folgt: 

l^, =0; 

ausserdem ist: 

Ua = 0, 

mithin auch: 

Ka = Ga = y 

falls n^mlich Ka und Ga den 
kleinsten und grossten der Werthe 
Ua reprSsentiren. 

Nach bekanntem Satz [Theo- 
rem (-4.), Seite 33] sind nun die 
Extreme der Ua dargestellt 
durch zwei der Gr5ssen: 

^a } Ga t U^ . 

Diese Grossen aber sind (wie 
eben gezeigt wurde) sammtlich 
= , folglich jene Extreme 
ebenfalls. U. s. w. 



Dritter Beweis. 

Die in unserem Theorem an V gestellten Bedingungen sind 
folgeude: 

(I.) V soil das Potential von Massen sein^ die ausserJialh 
21, resp, auf a, oder (wa^ dasselbe) innerhalh "^ resp. 
auf 6 liegen. 

(II.) Die Va sollen vorgeschriehene WertJie hahen. 

Auf Grand dieser vorgeschriebenen Werthe Va konuen wir 
nun aber sofort die Summe M der Massen vou V berechnen, 
mit Hiilfe der bekannten Formel (6.): 



M 



~ r » 



und wir konnen somit nachfolgende dritte Bedingung (als 
unmitt^lbare Oonsequenz der beiden ersten) hinzufugen: 
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(III.) Die Summe der Massen des Potentials V soU einen 
gegebenen Werth hahen, 
Nehmen wir nun an, es existirten zwei Potentiale Fund V\ 
welche diesen drei Bedingungen Geniige leisten, und setzen 
wir F— F' = Z7; so ist oflFenbar: 

und ferner: 

U^ = 0, 
mithin auch: 

Ka = Ga = , 

falls uamlich IKa und Ga den kleinsten und grossten der 
Werthe Ua bezeichnen. 

Nach bekanntem Satz [Theorem (A.) S. 33] sind die. Ex- 
treme der Ua dargestellt durch zwei der Grossen ^ 



Kay G> 



O J 



Diese Grossen aber sind (wie eben gezeigt wurde) sammtlich 
= 0, folglieh jene Extreme ebenfalls. U. q, w. 

Dieser dritte Beweis ist oflFenbar stets giiltig, ausser im 
singuldren Fall, Denn in diesem Fall istr = 0, mithin die 
zur Bestimmung von M benutzte Formel 

nicht mehr brauchbar. 

9. Bemerkung. — Auch id im singuldren Fall das vor- 

stehende Theorem (J[.^**) nicht mehr richtig. 

Um seiches darzuthun, bedarf 
es nur eines Beispiels. Das ein- 
fachste Beispiel aber ftir den 
sogenanntcn singuldren Fall bietet 
eine Kreislinie c vom Radius 
Eins, Setzen wir nSmlich: 



r= TF+fiolog 



1 



wo TF das Potential irgend wel- 
cher innerhalb a gelegener Massen 

vorstellen soil, und fi© log — das 



Der sogenannte singulSre Fall 
kann im Eaume niemals vor- 
kommen [vergl. (23.) Seite 88], 
so dass also die Giiltigkeit des 
Theorems (-4.'***) im Eawhte kei- 
nerlei EinschrSnkung unterliegt. 
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Potential eines im Centrum be-'' 

i: 

findlichen Massenpunctes (Iq bo- 
zeichnet, so warden die Poten- 
tiale V und F' auf der Peri- 
pherie (S einerhi Werthe haben, 
trotzdem aber • verschiedene 
Werthe besitzen in den Puncten 
ausserhalb a, W. z. z. w. 

Zweite Bemerkung. — Bringen wir unser Theorem (-4.***) 
auf den speciellen Fall in AuWendung, dass F auf der Grenze 
von 21 d. i. auf 6 constant ist, so gelangen wir zu folgen- 
dem Resultat: 

Sollefi die Massen eines Potentials V theils ausserhalb 
des Gebietes 31, theils auf seiner Grenze liegen^ and sollen die 
Va einen vorgeschriebenen constanten Werth (J besitzen, so 
fclgt hieraus mit NothwendigJceit, class V in alien Puncten des ^^• 
Gebietes 21 identiseh ist mit 

CT\ 

r' ' 

— ausser im singularen Fall. 
JBeweis, — Dass 

den gestellten Anforderungen geniigt, erkennt man sofort. 
Zugleich aber folgt aus dem Theorem {A,^^')j dass dieses F, 
insoweit es sich um die Puncte des Gebietes 21 bandelt^ die 
einzige Function ist, welche jenen Anforderungen entspricht. 
W. z. b. w. 

Theorem (J.«**). 

Sollen die Massen eines Potentials V theils ausserhalb des 
Gebietes ^, theils auf seiner Grenze liegen, und sollen ferner n. 
die Va vorgeschriebene WertJie haben, so ist hierdurch V 
voUstandig bestimmt fiir alle Punct6 von 3; — ohne Aus- 
nahme, 

Erster Beweis, 

Nehmen wir an, es existirten zwei Potentiale F lind F' 
der yerlangten Art. Alsdann wird die DiflFerenz U =^ V -^ V 
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ein Potential sein, desseu Masseu ebenfalls theils ausserhalb 
des Gebiets 3? theils auf seiner Grenze liegen, und uberdies 
wird Ua = sein. Somit folgt durch Anwendung eines 
Green'schen Satzes (S. 19): 

..JlEU)d^+J'u'^d,=0,. 
oder weil Ua = ist: 



i 



l(EU)dt = 0. 

U. s. w. 

Zweiter Beweis. 

Bilden wir wiederum die DiflFerenz U =^ V — F', so wird: 

?7„ = 0, 
mithin auch 

Ka = Ga ^= , 

falls namlicli Ka den kleiusten und Ga den grossten der 
Werthe ?7<r bezeichnet. — Nach bekanntem Satz [Theorem {J.), 
S. 40] sind nun aber die Extreme der Ui dargestellt durch 

Ka, Ga, 

und folglich = 0. U. s. w. 

Bemerkung. — Wenden wir das vorstehende Theorem 
an auf den Specialfali Va = Const. , so gelangen wir zu fol- 
gendem Resultat: 

SoUen die Massen eines Fotmitials V theils ausserhalb des 
Gebietes 3? theils auf seiner Grenze liegen, und soUen die Va 

12. einen vorgeschriehenen cofistanten Werth C haben, so folgt 
hieraus mit Nothwendigkeit , dass V in alien Functen des Ge- 
bietes 3 identisch mit C ist. 

Theorem (fi'."**). 

Soil die Massetibelegung einer geschlossenen Curve oder 
Flache a von solchcr Art sein^ dass ihr Potential auf 6 selber 

13. vorgeschriebenc Werthe fa besitzt, so ist jene Belegung 
hierdurch eindeutig bestimmt, — ausser im singuldren Fall, 

Beweis. — Ist V das Potential der Belegung, so sind 
[vgl. die Theoreme (J..^**) und {J.^')] sammtliehe Va und F,-, 
in Folge der getroffenen Festsetzung Va=fa, eindeutig be- 
stimmt, — ausser im singularen Fall. Und Gleiches gilt 
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daher auch von der Dichtigkeit d jener Belegung, welche 
sich bestimmt durch die bekannte Formel: 






W. z. b. w. 



dv 



aN 



§9. 
Nachtragliclie Erorterungen. 



Die in den beiden letzten §§ aufgestellten allgemeinen 
S^tze unterliegen insofern einem gewissen Bedenken, als 
dabei von einer Function y Gebrauch gemacht wurde , dereu 
Existenz theils durch unsere physikalische Auschauung, theils 
durch einen gewissen Analogieschluss*), nicht aber durch 
mathematische Conclusionen verbiirgt ist. 

In manchen Fallen; z. B. fiir Ereislinie und Kugelflachc; 
Ellipse und Ellipsoid; kann ein solches Bedeuken durch die 
wirJcliche Aufstellung jener Function y beseitigt werden. Auch 
wird die Anzahl der speciellen Falle, in denen man dem ge- 
ausserten Bedenken gegeniiber in dieser besonders giinstigen 
Lage sich befindet, durch eines der spatereu Capitel**) noch 
bedeutend vermehrt werden. 

WoUen wir aber jenem Bedenken nicht in speciellen 
Fallen, sondern allgemein entgegenzutreten versuchen, so 
haben wir zu beweisen, 



dass die Masseneinheit des 
fingirten Fluidunis auf einer ge- 
scMossenen Curve o stets m 



dass die Masseneinheit des 
elektrischen Fluidums auf einer 
gescMossenen Fldche a stets in 



*) Wir haben DUmlich (Seite 85) y die Dichtigkeit derjenigen Ver- 
theilnDg genannt, welche die Elektricit^tsmenge Eins auf einem ge- 
gebenen Conductor annimmt, fails keine ausseren Er3,ft;e einwirken. 
Und 68 beruht also die Existenz der Function y Oder (was dasselbe) 
die Existenz der in Rede stehenden elektrischen Vertheilung nur auf 
unseren physikalischen Vorstellungen, nicht aber auf mcUhematischer 
JEvidenz. — Noch schlimmer sieht es in der Ebene aus. Denn hier 
beruht unsere Ueberzeugung von der Existenz der Function y nur auf 
einem Analogieschluss, n^mlich auf der Yorstellung, dass fiir das fingirte 
Fluidum in der Ebene Analoges gelten milsse, wie fiir das elektrische 
Fluidnm im Baume. 

**) N&mlich durch dasjenige Capitel, welches von der Methode 
des arithmetischen Mittek haudelt. 



2. 
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solcher Weise sick atishreiten 
Idsst, doss ihr Potential auf o 
uberaU constant ist. 



solcher Weise sick aushreUen 
Idsst, doss ihr Potential auf c 
UberaU constant ist. 



Denu geliugt es uns ; die Existeuz einer solcheu Massen- 
ausbreitung nachzuweisen, so wird die Dichtigkeit derselben 
die in Zweifel gezogene Function y sein, jener Zweifel also 
verschwinden. 

Dm nun die Existenz einer solchen die Anfordermigen 
(2.) erfullenden Vertheilung nachzuweisen, werden wir — 
nach dem Vorgange von Gauss'^) — zuerst die Existenz 
einer gewissen (noch naher zu bezeichnenden) MinUnal' Ver- 
theilung darthun, und sodann zeigen, dass diese Minimal- 
Vertheilung jenen Anforderungen (2.) entspricht. 

Die Existenz der Gauss'schen Minimal- Vertheilung. — 
Denkt man sich die Masseneinheit auf der gegebenen Curve 
oder Flache in stetiger Weise ausgebreitet, und bezeichnet 
man die^ Dichtigkeit dieser Belegung mit y, ferner ihr Po- 
tential auf einen variablen Puncto; mit F^, so ist: 

8. 1 ==JyadiSy 

oder, falls man x nach irgend einer auf 6 gelegenen Stelle s 
riicken lasst: 

Ist nun ferner Q das sogenannte Potential der Belegung auf 

sich selbstj so -wird: 
6. Q=fVoyad0, 

oder, falls man den Buchstaben 6 durch s ersetzt: 

^- . Q=fr,ysds, 

oder, falls man fur F, den Werth (5.) substituirt: 

Bezeichnen wir nun die gegenseitige Entfernung zweier 
auf der gegebenen Curve oder Flache 6 gelegenen Puncte 5, <y 
mit r, und den grossten Werth, welchen diese Entfernung 

*) Allg. Lehraatze, Art. 29—32. Aus der uachfolgenden Repro- 
duction dieser Gauss'schen Methode wird ersichtlich werden, dass die- 
selbe uicht nur im Baume beim Newton'schen Potential , sondem ebenso 
auch in. der Ebene beim Logarithmischen Potential anwendbar i«t. 
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bei einer beliebigen Bewegimg der beicleu Puncte aDnehmen 
kauii; mit B, so ist offenbar: 



1 



T,a = log-, 



r 



T„ ^ log 5 , 



T -^ 

-'■SO — ^ 1 



Setzeu wir also zur augenblicklicheu Abkurzung: 



1 



"-n 



so ist allgemein (in der Ebene und im Raum): 

Tsa>K, 9. 

WO K eine der gegebenen Curve oder Flache eigenthiiinliche 

Constante vorstellt. 

Wir wollen nun voraussetzen, die Diehtigkeit y sei lo. 

iiberaU positiv, resp. null, Alsdann folgt aus (5.) und (9.) 

sofort: 

V, > Kfyada, 
also nach (3.) 

F, >js:. 11 

Und nunmehr folgt aus (6.) mit Rucksicht auf (10.); (11.) • 

Q> Kfyada, 
d. i. nach (3.) 

Halten wir also fest an der Voraussetzung (10.), oder 
(mit anderen Worten) beschranken wir uns auf sogenannte 
moflogene Belegungen*), so werden die dieseu Belegungen 
entsprec^nden Potentiate Q sammtlich grosser sein^ als eine 
gewisse der gegebenen Curve oder Flache zugehorige Con- 
stante K, 

Unter alien monogenen Vertlieilungen, welclie die gegehene 
Masse Eins auf unserer Curve oder Flache annehmen kann, is 
miiss also eine existiren, der en Q jener Constanten K am 
nachsten kommt, mithin ein Minimum ist. 



*) Es ist oamlich die Gesamnitmasse der Belegung gleich Eins 
[vgl. (3.)]. Soil also die Belegung monogen sein, so folgt daraus von 
selber, dass die Diehtigkeit y uberall positiv resp. niUl sein muss. 
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Nachdem die Existenz einer solchen MiDimal-Vertheilung*) 
durch den Satz (13.) constatirt ist, handelt es sich nun gegen- 
wartig um die Untersuchung ihrer Eigenschaflen. 

* 

Die Eigenschaften der Gauss' schen Minimal- Vertheilung. 
— Die einer beliebigen Variation Sy ejitsprechende Variation 
SO. lautet nach (8.): 

SQ =ffTsa(yifSys + ysdya)dsda, 

oder, etwas anders geschrieben: 

8Q =^f(ds{8y,)fd0y„T.,) + f(d0(8Y„)fdsy,T„), 

also mit Riicksicht auf (5.): 

dQ ^Jds{8r,) r, +Jda{8Ya) F„, 

oder, was dasselbe ist: 

14. 8Q = 2jVa{Sya)d6. . 

OflFenbar muss nun aber fiir jene Minimal 'Vertheilung der 

15. Ausdruck 8Q stets positiv sein, falls man nur die 8y ge- 
wissen Beschrankungen unterwirft, die aiis der Natur unserer 
Betrachtungen sich leicht ergeben. 

Wir haben namlich [man blicke zuriick auf (13.)] nur 
solche Belegungen mit einander in Vergleieh gebracht , welche 
die Gesammtmasse Eins und den Charakter der Monogeneitdt 
besitzen, also nur solche, deren Dichtigkeiten y den Be- 
dingungen entsprechen: 

fyada=l, 

ya>0. 

Hieraus aber ergeben sich analoge Bedingungen fiir die Sy, 
namlich folgende. 

Erste Bedingung: 8y muss der Relation eStsprechen 
J{Sya)d0=O. 

Zweite Bedingung: dy darf an solchen Stellen, wo 
die Curve oder Flache tiwbelegt, mithin y = ist, 
\Q.p keinen negativen Werth annehmen, sondern nur po- 

sitiv resp. null sein. 

Jene Minimal- Vertheilung wird also, wie schon bemerkt 
fvgl. (14.), (15.)], der Formel 



16. a 



*) Eb mag nU.mlich gestattet sein, jene Vertheilung, deren Exiatenz 
durch (13.) constatirt ist, kurzweg die Minimal'Vertheilwng eu nennen. 
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dQ = pos., 17. 

d. i. der Formel 

/ Va (Sya) d6 = pos. 18. 

zu eutsprechen haben, jedoch nur fxir solche dy, welche den 
Bedingungen (16. a, j3) Geniige leisten. 

Nun sind, was die noch ganzlich unbekannte Bescfaaffeu- 
heit der in Rede stehenden Minimal-Vertheilung betriflft, von 
Yorne herein zwei Falle denkbar. £s werden namlich bei 
dieser Vertheilung entweder sammtliche Theile von a mit 
Masse belegt, oder einzelne Theile t^nbelegt sein. 

Erster'Fall: Sammtliche Theile von a sind mit Masse 
belegt, mithin y uberall > 0, das Zeichen genommen in 
sensu rigoroso. — Alsdann muss V auf a constant sein. — 
Denn ware V an einer Stelle von a kleiner als an einer andern^ , 

und dachten wir uns an der Stelle der Tdeineren und an der- 
jenigen der grosseren Werthe zwei gleichgrosse Flachen- 
elemente abgegrenzt; und respective mit da' und d0" be- 
zeichnet, so wUrden wir den Ausdruck (18.), ohne Verletzung 
der Bedingungen (16. a, /3), dadurch negativ machen konnen, 
dass wir Sy auf do' positiv, auf d6" negativ und sonst 
uberall gleich Null machen. 

Zweiter Fall: Bei jeuer Minimal-Vertheilung ist nur ein 
gewisser Theil 6^ von a mit Masse belegt, der iibrige Theil 
0Q unbelegt, so dass also auf 6^ die Relation ^^ > 0, hin- 
gegen auf 0^ die Relation y = stattfindet. — Alsdann 
muss Y auf 6^ constant ^ etwa = C sein, wie solches aus 
den Betraehtungen des vorhergehenden Falles unmittelbar 
sich ergiebt; — gleichzeitig aber muss alsdann V auf Oq 
Werthe besitzen, die grosser als jene Constante (7, oder 
mindestens eben so gross sind. — Denn ware V in irgend 
einem Element da^ des Theiles 6q kleiner als (7, und be- 
zeichneten wir ein gleichgrosses Element des Theiles 6^ mit 
d0^, so wiirden wir den Ausdruck (18.), ohne Verletzung 
der Bedingungen (16. a, /3), dadurch negativ machen konnen, 
dass wir 8y auf d0Q positiv, auf d0^ negativ, und sonst 
uberall gleich Null nehmen. 

Um die Hauptsache zusammeuzufassen: In dem hier be- 
tjachteten zweiten Fall ist nur eiue gewisse t^ngeschlossene 
Curve oder Flache a^ mit Masse belegt, und das Potential 
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V dieser Belegung auf ^, selber constant, namlich = C, 
hingegen ausserhalh 0^ (namlich auf 0^ mit Werthen be- 
haftet, die ^ C sind. : — Solches aber widerspricht einem 
friiher gefundenen allgemeinen Satz [Theorem (a.), Seite 48]. 
Folglich ist dieser zweite Fall unmoglich. 

Resultat. — Demgemass ist der erste Fall der einzig 
mogliche. D. h. die in Rede siehende Minimal -Vertheilung 
hat die Eigenschaft, ein Potential zu hesitzen, welches auf der 
gegebenen Curve oder Fldche a uherall constant ist. Die 
Existenz dieser Minimal -Vertheilung kann aber nach (13.) 
keinem Zweifel unterliegen. Und durch ihre Existenz ist 
also dargethan; dass eine den Anforderungen (2.) entsprechende 
Vertheilung in der That existirt. 

Schlussbemerkung. — Dass die im Vorstehenden repro- 
ducirte Gauss'sche Beweisfuhrung des Satzes (2.) auch dann 
noch giiltig sei, wenn die geschlossene Curve oder Flache a 
unendlich viele Ecken besitzt, wird Niemand behaupten wollen. 
— Hiermit will ich keineswegs das Verdienst von Gauss 
schmalern, sonderu nur auf das Ziel hinweisen^ welches bei 
derartigen Dntersuchuugeil im Auge zu behalten ist. Dieses 
Ziel namlich kann nach meiner Ansicht nicht in dem Suchen 
nach einem absolut strengen Beweise fiir ganz neheJhaft vor- 
schwebende Curven oder Flachen bestehen, sondem nur in 
einer genaueren Determination derjenigen Curven und Flachen, 
fiir welche ein absolut strenger Beweis iiberhaupt moglich 
ist. Und selbst diese Aufgabe wurde unfruchtbar sein , wenn 
man es dabei auf eine vollige Erschopfung der bezeichneten 
Curven und Flachen absehen wollte. Aussicht auf Erfolg 
wird man nur dann haben, wenn man unter diesen Curven 
und Flachen moglichst umfangreiche Classen festzustellen sich 
bescheidet. 
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Die Theorie der sogenannten Doppelbelegungen. 

Gauss hat im Jahre 1813 einen Satz aufgestellt*), den 
man folgendermassen aussprechen kann: 

Bezeichnet d6 das Element einer geschlossenen Fldclie, 
ferner v die inner e Normale von d6y ferner E den Abstand 
des Elementes do von einem beliehig gegehenen Puncte x, end- 
lich d' den Winkel, unter wekhem diese Entfernung E {da ^^ x) 
gegen v geneigt ist**), so wird das ilher die game geschlossene 
Flache ausgedehnte Integral 

/ COS fr . da 

den Werth oder 2n oder A% haben, je [nachdeni der Punct 
X ausserhalb 0, oder auf a, oder innerhalb 6 liegt. 

Lassen wir also den 
Punct X in der Richtung 
yon Aussen nach Innen 

die gegebene Flache 
durchschreiten; so wird 
das Integral zwei kurz 
auf einander folgende 
sprungweise Veranderun- 
gen erleiden; denn es 
wird in dem Augenblick, 
wo der von Aussen kom- 
mende Punct die Flache 
erreicht, plotzlich von 
tiuf 2jr, und unmittelbar 

•) In der Theoria attractionis corp. sphaer. ell.\ Gauss' Werke, Bd. 6, 
Seite 0. 

**) Diese Bezeichnungen warden einigermassen illustrirt durch die 
beigefugte Figar, in welcher jedoch von der gegebenen geschlossenen 
Fi&che nur ein Theil angedeutet ist. 

Kenmann, Potential. ' 8 
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darauf in dem Augenblick, wo der Punct, nach Innen stre- 
bend, die Flache verldsst, von 27t auf 4jr anwachsen. 

Wir werden nun ira gegenwartigen Capitel zeigen, dass 
analoge Discontinuitaten auch stattfinden bei dem aUgemeinern 
Integral: 

fi ■ cos d" ' da 



/' 



wo fc eine auf der Flache ausgebreitete Function vorstellt 
von beliebiger BescJiaflFenheit, von welch er jedoch voraus- 
gesetzt sein mag, dass sie auf der Flache liberall stetig ist. 

Lassen wir namlich wiederum den variablen Puuct x 
die gegebene Flache a an irgend einer Stelle s durchschreiten, 
und bezeichnen wir den Werth der Function [i an dieser 
Stelle s mit |Lt^, so wird das Integral in dem Augenblick, wo 
der Punct von Aussen kommend die Flache erreicht , plotzlicb 
um 27t^s anwachsen, und unmittelbar darauf in Jem Augen- 
blick, wo der Punct, nach Inn en strebend, die Flache ver- 
ldsst, nochmals um 2;r/Lt^ anwachsen. Bezeichnen wir also 
den Werth des Integrals, um seine Abhangigkeit von dem 
variablen Puncte x einigermassen anzudeuten, mit W^' 



■' =/ ■ 



TT^ I p • COS ^ ' da 



SO besitzt diese Function Wx auf der gegebenen Flache 6 
im Ganzen dreierlei Werthsysteme, namlich ein erstes auf 
der dussern Seite der Flache, ein zweites direct auf der Flache 
selbm^y endlich ein drittes auf ihrer innern Seite*). 

Benennen wir sammtliche Puncte des ganzen unendlichen 
Raumes, je nachdem sie atisserhalbj auf oder innerhalb 6 
liegen, respective mit a, s und i, und die in diesen Puncten 
vorhandenen Werthe des Integrals respective mit W^^ TF, 
und IVi ; so besteht offenbar das erste von jenen drei Werth- 
systemen aus den Grenzwertheu der Wa, das zweite direct 



*) Man unterscheidet zuweilen zwischen den drei Gr588en : 

a? — 0, X, re + 0. 

In ganz analoger Weise und auch in ganz analogem Sinne unterscheiden 
wir hier zwischen der dussern Seite der Flache, zwischen der Fldclie 
selber, und zwischen ihrer innern Seite. 
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aus den Ws selber, endlicli das dritte aus den Greuzwerthen 
der Wi. 

Bedienen wir uns endlich, was die genannten Gren.'S- 
werthe betriflft, der Symbole Was und Wi^, indem wir unter 
Was den Werth in einem tuncte a verstehen, welcher dem 
Puncte s unendlich nahe liegt, andererseits unter H^,, den Werth 
in einem Puncte i, der ebenfalls unendlich nahe an s liegt, 
so konnen wir die zwisehen den dreierlei Werthsystemen vor- 
handenen Bexiehungen durch folgende Formeln aussprechen: 

Wis= W, + 27111,. 

Aueh ist zu bemerken , dass die Ws fiir sich allein betraclitet 
liberall stetig sind, ebenso die Wa, und ebenso die Wi] so 
dass wir also, Alles zusammeugefasst; sagen konnen ^ die 
Function W besitze — immer vorausgesetzt, dass [i stetig 
ist — folgende Eigenschaften : 

Erste Eigenschaft, — Die TF, sind aiifder yegebenen 
Flaclie a uberall stetig. 

Zweite Eigenschaft. — Die W^ bilden ein stetig zu- 
sammenhdngendes Werthsystem , dessen Grenzwetihe Was '^^lit 
den Ws durch die Belation 

Was-=Ws-2niis 
verbunden sind. 

Dritte Eigenschaft. — Die Wi bilden ein stetig zu- 

sammenhdngendes WertJisystem , dessen Grenzwcrthe Wis mit 

den Ws durch die Belation 

Tr„= Ws + 2niis 
verhnUpft sind, 

Denken wir uns also, um den eigentlicl^n Charakter 

der beiden letzten Eigenschaften noch scharfer und an- 

schauliclier hervortreten zu lassen, zwei im llaume ausge- 

breitete Functionen q), ^, die eine definirt (hirch die Formeln: 

(fu == Wa , 
q)s = Ws — 2jt^s, 
die andere durch die Formeln: 

ti-=Wi, 

ts= Ws + 27e^sy 

8* 
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so wird die Function q) stetig sein fur die GesamnUheit alter 
Puncte a, s^ und andererseits ip stetig sein filr die Gesammt" 
Jieit aller Puncte i, s. 

Sobald wir die in Rede stehenden drei Eigenschaften, 
welche den eigentlichen Kern des gegenwartigen Capitels 
ausmacben, constatirt haben werden^ ergeben sich alsdann 
ohne Miihe folgende weitere Satze: 

SoU W filr alle Puncte ausserhalb der Flache constant 
sein, so muss ft ebenfaUs constant sein. 

Soil W fiir alle Puncte innerhalh der Flache constant 
sein, so muss (i ebenfalls constant sein. 

Soil W auf der dussern Seite der Flache vorgeschriebene 
WertJhC besiteen, so wird hierdurch ft bestimmt sein, bis auf 
fine unbestimmte additive Constante, 

Soil W auf der inn em Seite der Flache vorgeschriebene 
Werthe haben, so ist hierdurch ii voUstdndig bestimmt. 

Kehren wir zuriick zu dem zu Anfang genannten Gauss- 
schen Integral, und bezeichnen wir dasselbe mit Wx' 

/cos -9" • da 

Wx —J ^ , 

so ist, wie schon erwahnt wurde: 

Wi =i 4jr . 

Von diesen Formeln bedarf die mittlere zuweilen einer ge- 
wissen Modification. Es ist namlich, wie Gauss selber schon 
bemerkt hat*), jene mittlere Formel Ws = 27C nur. insofeni. 
richtig, als die Stetigkeit der Kriimmung der Flache im 
Puncte 5 nicBt verletzt wird. Eine solche Verletzung findet 
aber statt, wenn der Punct s in einer Xante oder Ecke liegt; 
und dann muss, wie Gauss sich ausdrUckt, anstatt 2n der 
Inhalt derjenigen Figur gesetzt werden, welche durch die 
sammtlichen von s ausgehenden, die Flache tangirenden ge- 
raden Linien aus einer um s als Mittelpunct mit dem Halb- 
messer Eins beschriebenen Kugelflache ausgeschieden wird. 



*) Gauss* AUgemeioe LehrsS^tze, Art. 22. 
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Der InlmU dieser spharisch^en Fiffur ist oiFenbar nichts 
Andere^, als die OeflFnung desjenigen Kegels oder korper- 
lichen Winkels, welcher von der Flache im Puncte 5 gebildet 
wird. Demgemass mag der Inhalt jener Figur kurzweg das 
Winkelmaass der Flache im Punct 5 genannt, und mit tT, 
bezeichnet werden^ so dass also die in Rede stehende Formel 
tVg = 27C, falls sie alien Fallen entsprechen soil, in Wg = "ST^ 
umzuandern ist. 

Analoge Modificationen sind natiirlich bei der Tbeorie des 

allyemeinem Integrals 

I y- /)* • COS ^ ' da 

VVx —J - j^t 

ebenfalls erforderlicb , wie in der That im gegenwartigeu 
Capitel naher explicirt werden soil. — Uebrigens werden wir 
dem von HdmhoUz'*) eingefuhrten sehr zweckmassigen Sprach- 
gebrauch uns anschliessen, indem wir sowohl das Gauss'sche 
Integral Wx als auch das allgemeinere Integral Wx als das 
Potential einer gewissen auf der Flache ausgebreiteten Doppel- 
heleguny ansehen. 

Zu bemerken ist endlich; dass wir im Folgenden auch 
die analogen Satze in der Ehmic entwickeln werden ; wobei 
sich, abgesehen von dem schon friiher erwahnteu singuldren 
FaU**)y eine vollstandige Uebereinstimmung mit den Satzen 
des Kaumes ergeben wird. 

§ 1. 
Das Potential einer sogenannten Doppelbelegung. 

Positive Seite und positive Normale. — Bei einer ge- 
gebenen Curve oder Fl&che pflegt man eine bestimmte Seite 
als positiv festzusetzen , indem man alsdann gleichzeitig die ^• 
auf dieser Seite errichtete Normale die positive Normale neimt. 
Und umgekehrt: Hat man eine bestimmte Normale als po- 
sitiv festgesetzt, so pflegt man mit demselben Namen auch 
die entsprechende Seite zu bezeichnen. 

*) In seinem Aufsatz: TJeher die Gesetze der Vertheilung elektrischer 
Utrovie in korperlicJten LeiterUy mit AtiAvendwng auf die thierisch- 
elektrischen Versuclke. 1853. Poggend. Annal. Bd. 89. Seite 224— 22S, 
**) Vgl. z. B. Seite 72 und 88. 



2. 
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Potential einer Doppelbelegung. — Denken wir uns 
auf alien positiven Normalen v einer gegebenen Flaohe a ein 
und dieselbe unendlich kleine Strecke X aufgetragen, so ent- 
steht eine neue mit <J parallel laufende Flache <j\ Correspon- 
dirende Puncte dieser beiden Flachen 6 und 6' woUen wir 
solche nennen, die auf derselben Normale liegen, und cor- 
respondirende Elemente solche, die aus correspondirenden 
Puncten bestehen*). 

Diese beiden Flachen a und a' mogen nun in continuir- 
licher Weise mit Masse belegt sein, und zwar der Art, dass 




/ 
/ 

i 

die auf je zwei correspowrfirenrfm Elementen d(? uud(?(?' vor- 
handenen Massen einauder cntgegengesctzt gleich sind. Be- 
zeichnet man also die auf do und d6' angehauften Massen 
respective mit 

- g (?(? 

+ t'do', 

so soil die Relation stattfinden**): 



*) In der obenstelienden Figur ist dlo positive Soite von a (auf 
welche die pobitive Normale v aufgesetzt ist) durch Schraffirung aus- 
gezeichnet. 

**) Die Dichtigkeiten (— J) und (+ J') der beiden Belegungen stehen 






zu einander in einer Beziehung, die leicht naher angebbar ist. Wir 
erhalten namlich aus (3.)** 

f : f ' = da' : da , 

Die Elemente da und da' Bind aber von denselben Normalen umhiillt, 
und verhalten sich daber zu einander wie BfH^ zu Bi E^', falls man 
n§>mlicb unter B^ , Bz die Hauptkriimmungsradien der Fl3.cbe a , anderer- 
seits unter Bfy B2 diejenigen der Flacbe a' verstebt. Somit folgt: 

i.:S'^BiBi:BiB2, 
d. i. 

^.^._ 1 . 1 

jtifM^ 111 -^2 

D. b. die absoluten Werthe der Bichtigkeiten verMlten sich zu einander 
wie die Gams'sclhen KrUmmungsrnaasse der beiden Fldchen, 



4. 
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^d6 = 5'rf(?'. 3. 

Fiir das Potential W dieser beiden Flachen auf eineu 
beliebigen Punct x erhalteu wir die Formel: 

d. i. init Rucksicht auf (3.): 

wo E, E' die Entfernungen der Elemente d0^ d6' von x 
vorstellen. Nun ist aber, weil A unendlich klein angenommen 
wurde : 

' E' JS ^ ^ dv > 

wo V die positive Normale des Elementes da bezeichnet. So- 
mit folgt: 



6. 



6. 



wo zur Abkiirzung 

Ag=ft 7. 

gesetzt ist. 

Das betrachtete Flachenpaar a, a\ dessen correspon- 
dirende Elemente entgegengesetzt gleichc Massen haben, und 
dessen Gesammtmasse ddJier stets = ist, woUen wir — mit 
Helmholtz — eine Doppelschicht oder eine Dojtpelbelegungy 
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und gleichzeitig das Product (7.) A5 = ft das Moment dieser 
Doppelbelegung nennen. 

Beispiele. — EUMrische Doppelschichten treten bekannt- 
lich auf bei der Beriihrung heterogener Metalle. Noch ge- 
laufiger vielleicht ist uns die VorstelluDg magnetischer Doppel- 
scJdchten. Denn wir wissen, dass ein geschlossener elektrischer 
Strom durch eine magnetische Doppelbelegung der von ihm 
begrenzten Flache (der sogenannten Stromflache) ersetzbar ist. 

Als drittes Beispiel konnen endlich die Green'schen For- 
meln dienen, — etwa die Formel (41.6), S. 19. Dieselbe 
lautet namlich: 

und zeigt also, dass 2wVi als DiflFerenz zweier Integrate aus- 
drtickbar ist. Von diesen beiden Integralen ist das eine das 

Potential einer einfachen Belegung (von der Dichtigkeit ^J , 

das andere das Potential einer Doppelbelegung (vom Mgmente 
V)j wie letzteres durch einen Blick auf die Formel (6.) sofort 
erkannt wird. 

Analoges in der Ebene. — Ganz analoge Betrachtungen 
lassen sich offenbar auch anstellen in der Ebene. Doch wollen 
wir auf die betreffeuden Formeln erst eingehen am Schluss 
des folgenden §. 

§2. 

FortsetzTing. Transformation des Potentials. 

Bezeichuen wir die Coordinaten des Punctes x und des 
Elementes d<J respective mit x, y^ und a, /3, y, so ist: 

mitfaiu : 

und hieraus folgt: 



Pi JL 

dv E^ dv 

d. i. 



, \ [x — a da . "I 

+ W IE- Tv"^ J 
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dv 



COS d" 



9. 




WO d' den Neigungswinkel 
von E (do »-> x) gegen 
V vorstellt*). — Somit 
konnen wir die Formel 
(6.) auch so schreiben: 

Der hier mit {da)^ be- 
zeichnete Ausdruck 
cos d"' da 

reprasentirt offenbar die 
sclheinbare Grosse des Ele- 
mentes do fiir einen in x befindliclien Beobachter, — ab- 
gesehen vom Vorzeichen. In der That ist dieser Ausdruck 
(11.) gleich der genannten scheinbaren Grosse, dieselbe noch 
multiplicirt mit einem Factor a = + 1. Und zwar wird 
« = + 1 ^^®r = — 1 sein, je nachdem cos 0* positiv oder 
negativ, d. i. je nachdem 0* zwischen 0^ . . . 90^ oder zwischen 
90** . . . 180® liegt, d. i. je nachdem der in x hefindliche 
Heohachter die positive oder negative Seite des Elementes do 
var Augen hat. 

m 

Bemerkung. — Wir haben vor wenig Augenblicken be- 
merkty dass der Ausdruck W als das Potential einer 
elehtrischen oder magnetischen Doppelschicht angesehen werden 
darf. Aus der Formel (10.) aber geht hervor, dass diesem 
Ausdruck W noch eine andere physikalische Bedeutung bei- 
gelegt werden kann. Nehmen wir namlich an, die Flache 6 
besitze an verschiedenen Stellen verschiedene Temperatur, 
und es sei ^ das (von der Temperatur abhangende) Wdrme- 
aiisstrahlungs- Vermogen der Flache 6 an der Stelle des Elementes 
d0] alsdann reprasentirt W, abgesehen von einem constanten 
Factor, diejenige Wdrmemenge, welche einer in x befindlichen 



10. 



11. 



*) In der Figur ist wiederum die positive Seite der Fl§,che a (d. i. 
die Seite der positiven Normale v) durch Scbraffirung kenntlich gemachi. 
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12. a 



12. b 



12. c 



kleinen Kugel wahrend der Zeiteinheit von der Flache zu- 
gestrahlt wird; wie solches aus Formel (10.), auf Grund des 
bekannten Fourier' sclien Warmcausstrahlungs-Gesetises , sofort 
zu erkennen ist. 

Im Baum und in der Ebene. — Ganz analoge Be- 
trachtungen lassen sich offenbar auch anstellen in der Ubene, 
so dass wir, Alles zusammengefasst, zu folgenden Resultaten 
gelangen : 

Ist eine gegebene Curve oder Flache mit der positiven 
Normale Vy und ist auf a eine Doppelhelegung ausgehreitet 
vom Momente ft, so hesitzt das Potential dieser Doppelbelegung 
auf einen beliebig gegebenen Punct x den Werth: 



W 






aiog;g 



dv 
COS ^ .da 



fido , 



~J dv 



fida , 



COB ^ . da 



Jfi{da):,, t =ffi{da)a:. 

Hier*) bezeichnet E die Entfernung des Functes x vom Element 
do J ferner 0* den WinTcel der Linie E (d0 m-> x) gegen die 
Normale v; und demgemdss reprdsentirt der Ausdru^k: 



/ , V COS d" , da 

(da% = — ^ — 



a log 



E 



dv 



da 



/J N cos ^ . da 

[day^ = — ^ — 



E ^ 

= -^— da 

Ov 



die mit s multiplicirte scheinbare Grosse des Elementes do 
filr einen in x b§findlichen Beobachter, wobei a = -{- 1 oder 
e= — 1 ist, je nachdem jener Beobachter die positive oder nega- 
tive Seite des Elementes vor Augen hat 

Dass die Formeln links und rechts unter Auwendung der 
schon friiher festgesetzten Bezeichnungen (Seite 16): 



^=1, 
T=log. 



E 



h = 2, 
^ E ' 



sich leicht zusammenziehen lassen, bedarf kaum der Be- 
merkung. 



') Vgl. die vorhergehende Figur. 
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§ 3. 
Fortsetznng. Ueber die Bestimmtheit der Potentialwerthe."^) 

Wir woUen den Ausdruck {d6)x in (12. b) einer nahern 
Betrachtung unterwerfen , inJem wir dabei beginnen mit dem 
Fall der Eiene als dem einfacheren. 

In der Ebene. — Sind a, j3 die beiden Endpuncte des 
unendlich kleinen Curvenelementes da, so lassen sich durch 
a, j3 unendlich viele Kreise legen, deren Mittelpuncte theils 
auf die positive, theils auf die negative Seite von do fallen 
werden. Da nun {d&)x die mit + 1 raultiplicirte scheinbarc 
Grosse des Elementes da fiir einen in x befindlichen Beobachter 
vorstellt, so bleibt (da)^: constant, sobald x langs einer solehen 
Kreisperipherie fortschreitet**). Und hieraus folgt, dass {da)^ 
an der gemeinschaftlichen Stelle all' dieser Kreisperipherien, 
d. i. in da selber, unendlich viele Werthe hat. 

Um genauer hierauf ein- 
zugehen, benutzen wir die 
Formel (21. b): 

{da), = ^^^da. /I P^\ \ \ 13. 

1st (in nebenstehender Fi- 
gur) a der Mittelpunct des 
Elementes da, ferner v die 
positive Normale von da, 
und endlich axx einer der 
vorhin genannten Ereise, so 
wird offenbar: 

{ax) = {px) cos % , 

d. i. 

E= [ax) cos 0", 

niithiu : 

cos -0" 1 

Lassen wir also x fortschreiten langs des genannten Ereises, 
so bleibt die Function —^ft- constant, namlich ffleich ; — r , d. i. 

*) Ich habe diesen etwas be&chwerlicheu § erst sp^ter eingescbaltet; 
uud der Leser wird wahrscheinlich gut tliun, denselben zu Anfang zu 
iiberschlageji. 

**)Nach dem bekauuten Satz iiber die Gleicbheit der Peripherie wiukei. 




\ 




M. 
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gleich dem reciproken Durchmesser des Kreises. Ebenso wird 
sie , wenn wir x langs des in der Figur angegebenen grbssern 

Ereises fortschreiten lassen, den constanten Werth , — ^ be- 

(<^* )i 

sitzen. U. s. w. *) 

Lassen wir also den variablen Punct x nach a (d. i. uach 
dem Ort des gegebenen Elementes de) rticken, so wird der 

Werth, mit welchem die Function ^ daselbst eintrifft, 

16. wesentlich abhangen von dem dabei benutzten Wege, und je 
nach der Natur dieses Weges alle Abstufungen zwischen 
und cx>, sowie auch zwischen und — oo darbieten konnen. 
Nehmen wir z. B. zu solchen Wegen die von uns construirten 
Kreislinien, so entsprechen die positiven Werthe . . . cx) 
denjenigen Kreislinien ; deren Mittelpuncte auf der positiven 
Seite von do liegen, und die negativen Werthe . . . . — oo 



*) Es wird angemcssen sein, hier BOgleich auf die analogen Ver- 
haltnisse im Baume aufmerkeam zu machen. Statt der Fomiel (13.) 

/ 7 \ cos d' 7 

(6.) {d0)x = -^ da 

haben wir [vgl. (12. b)] im Raume die Formel: 

/ 7-\ cos d" -j^ 

(JK.) {da)x = -gg- da . 

Und demgemass erhalten wir an Stella des in unserer letzten Zeiohnung 
angedeuteten , durch die Gleichung 

cos ^ r^ . 
(« .) —w- = Const. 

dargestellten Kreissystemes , im Kaume ein durch die Gleichung 

cos ^ ^ , 
(5H .) i^Tj— a= Const. 

ausgedrucktes FldcJiensystefn. Dieses System besteht uicht aus Kugel- 
flSichen, Bondem aus gewissen Flg^chen dritten Grades. Um dieselben 
zu construiren, kann man etwa folgendermassen verfahren. 

Man construire zunachst das in der letzten Figur angedeutete Kreia- 
system, und verlangere alsdann jede Linie ax uber x hinaus bis zu 
einem Puncte y, so dass (ax) = (ay)*. In solcher Weise verwandelt 
sich jeder aus Puncten x bestehende Kreis in eine gewisse aus Puncten 
y bestehende Curve. Setzt man sodann dieses ganze Curvensystem um 
seine Symmetrielinie axz' in Rotation, so erhalt man das durch die 
Gleichung {jfi\) reprasentirte Fiachensystem, 
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denjenigeii; deren Mittelpuncte auf der negativen Seite von 
d0 sich befinden. 

Air diese Betrachtungen fiber die Function —^ (14.) 

Qbertragen sich sofort auf den Ausdruck {(l0)x in (13.). 

Wenn wir bisher das Element do festgehalten und x 
variirt habeh^ so woUen wir nun umgekebrt den Punctrr fest- 
halten, hingegen das Element rZ^ langs der gegebenen Curve 
verschieben. 

Es sei xs der kiirzeste Ab- 
stand des Punctes von der 
Curve. Ferner sei x6x ein 
bei x rechtwinkliges Dreieck, 
dessen Hypotenuse ax durch 
die in a auf der Curve er- 
richtete positive Normale dar- 
gestellt wird. Alsdann ist: 

{XiS) = {6z) cos '9', 

d. i. 

E = (ar) cos 0*, 
mithin : 

COB ^ 1 

Lassen wir nun jenes rechtwinklige Dreieck xar urn x sich 

drehen , wahrend die Ecke a auf der Curve fortlauft, und die 

Hypotenuse 6r bestandig durch die in errichtete Normale 

cos d' 




dargestellt bleibt, so erhalten wir fiir die Function 
aufeinander folgenden Werthe: 



E 



die 



COSj^ 



1 






{ax) ' (<t'0 ' (<J"0' 

In dem Augenblick namlich, wo a iiber a\ a" nach s ge- 
langt, geht {ax) fiber in (sx). 

Die Werthe der Function — g- sind, wie wir aus (16.) 

erkennen^ durchweg endlich, so lange der Punct x von der 
Curve entfernt ist. Doch mussen wir beffirchten, dass diese 
Eudlichkeit verloren geht, sobald x in die Curve hineinfallt, 

weil alsdann {sx) = 0, mithin -. — - = — oo wird. Eine ge- 

\8X) 



16. 
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17. 



nauere Betrachtung wird indessen zeigen, dass diese Be- 
fiirchtung unbegriindet ist. 

Wir konnen namlich, wenn x mif der Curve liegt (vgl. 
die folgende Figur) genau dieselbe Construction wie friiher 
ausfuhren, indem wir wiederum ein rechtwinkliges Dreieck 




X0t (dessen Hypotenuse die in 6 erriehtete Normale dar- 
stellt) um X sich drehen lassen; und erhalten alsdann fiir 

cos -0" 



die Function 



cos 0- 



E 



folgende Werthe: 
1 1 1 






Denn in dem Augenblick, wo a iiber <y', a" nach x gelangt, 
geht {6 r) iiber in den Durchmesser D des der Curve ira 
Puncte X zugehorigen Kriimmungskreises*). 



*) In der That wird, falls 6 dem Puncte x unendlicL nahe kommt, 
die Linie xx " in den Durchmesser (nicht in den Radius) des Kriinimungs- 
kreises ubergehen. Denn es ist zu beachten, dass <j"t" eine Normale 
der Curve ist, xt" aber nicHt. Vielmehr ist ret" ein Perpendikel auf 
der Sehne xa'\ 

Es mag hier zugleich der analogen Betrachtungen im Baume ge- 
dacht werden. Wir kOnnen uns dabei beschranken auf einen Haupt- 
schnitt der gegebenen Flache, d. h. auf eine Ebene, welche, falls x 
von der Flache entfernt ist, durch die Linie xs des kurzesten Ab- 
standes, und, falls x auf der Flache liegt, durch die in x erriehtete 
Normale gelegt ist. 

An Stelle der Function ^ kommt im JUaume die Function 



E 



E^ 
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Mag also der Punct x ausserhalb oder auf der Curve 

liegen, immer werden die Werthe der Function — g- durch- 

weg endliche seii. Aus dieser Endlichkeit folgt, dass das 
Integral 



W, =Jii.{da), =J^^^ lido 



im einen wie im andern Falle einen lestimmten endlichen 
Werth hat, vorausgesetzt, dass die gegebene Function ft iiberall 
endlich ist. Und solches wird oflFenbar auch dann noch gelten, 
Mrenn a; in einem Endpund der Curve liegt, oder auch in 
einem Eckpund derselben. Denn wir konnen den zweiten 
Fall auf den ersten reduciren, indem wir die Curve in gwei 
Curven zerlegen, welche mit ihren Endpuncten in der ge- 
gebenen Ecke zusammenstossen*). 

Aus jener Endlichkeit der Werthe von — g- (17.) folgt 

femer, dass man bei der Berechnung des Integrals (18.) fiir 
einen auf der Curve gelegenen Punct x einen unendlich 
Jkleinen Theil der Curve, z. B. denjenigen,^ welcher die un- 
mittelbare Umgebung des Punctes reprasentirt, fortlassen darf, 
ohne dabei einen andern als unendlich kleinen Fehler zu be- 
gehen. 



in Betracht. Fiir diese FucctioD ergiebt sich nun in einem solclien 
Haaptschnitt entweder die Werthenreibe 

C08^ 1 . 1 1 



oder die Werthenreibe: 

COS^ ^1 1 _ J^ 



DUmlich die erstere, falls a; von der Flacbe entfernt, dieletztere, falls 
X auf der Flacbe liegt. Dabei reprasentirt D den Durchmesser des 
KrQmmungskreises des Hauptscbnittes im Puncte x. 

*) XJebrigens baben wir bei alP dieses Betrachtungen stiilscbweigend 
vorausgesetzt, dass die Durchmesser D von Null verschieden sind, dass 
also die gegebene Curve, dbgesehen von einzelnen Ecken^ iiberall von 
stetiger Kriimmung sei. 



18. 
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Besultate in der Ebene and im Baiime. — Ganz ahn- 
liche Betrachtungen*) lassen sich im Haume aiistellen, und 
wir gelangen daher^ Alles zusammengefasst, zu folgendem Satz : 

Es sei 6 eine beliebig gegebene Curve oaer Fldclie, welches 
abgesehen von einzelnen Ecken, resp. Ecken und Kanten. einer 
stetigen Kriimmung**) sich erfreut; ferner sei 

19. W^=fii(d0)^ 

das Potential einer auf o ausgebreiteten Doppelbelegung , deren 
Moment ft iiberaU endlich ist. Alsdann wird dieses Poten- 
tial in jedem gegebenen Punct x, einerlei ob dersdbe von 6 
entfemt oder auf liegty isinen bestimmten endlichen Werth 
haben. 

Liegt x auf a, so Jcann man, ohne einen angebbaren 
Fehler zu befUrchten, bei Berechnung des Integrals (19.) den. 
jenigen unendlich Tdeinen Theil von , welcher die unmittdbare 
Umgebung von x reprdsentirt, vemachldssigen. 

Wichtige Bemerkung. — Wir sehen in (16.) nnd (17.), 
dass zwei derselben Function entsprungene Werthreihen des 
gegenseitigen Zusammenhanges entbehren. In der That ist 
es unmoglich^ die Werthreihe (16.) dorch ein allmahliges 
Herandrucken des Punctes x an die Curve in die Werthreihe 
(17.) aberzufuhren. Denn bei einem solchen Herandriicken 

wurde {sx) inO, mithin -:—. in oo, nicht aber in y^ iiber- 

gehen. 

Da nun zwischen diesen Werthreihen (16.) und (17.) 
kein stetiger Uebergang vorhanden ist^ auf diesen Reihen 
aber die Berechnung derjenigen Werthe fusst^ welche das 
Potential W (18.) respective in der NdJie der Curve und auf 
ao. derselben besitzt^ so steht zu vermuthen, dass zwischen diesen 
Potentialwerthen ebenfalls kein stetiger Uebergang vorhanden 
sein werde. Analoges ist zu vermuthen im Raume. Und 
diese Vermuthungen werden sich weiterhin bestatigen* 

Um die Verschiedenheit der beiden Werthreihen (16.) 
und (17.) noch deutlicher hervortreten zu lassen, mag das 
Beispiel des Kreises dienen. — Ist die gegebene Curve dar- 

m 

*) Auf gewisse Unterschiede ist bereits hingewieBen dorch die vor- 
hergehenden Noteu. 

**) Vgl. die letzte Note der vorhergehenden Seite. 
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gestellt darch eine mit dem Radius A uui c beschriebeue 
Kreisperipherie (vgl. die Pigur), so folgt aus dem Dreieck cxa 
sofort: iJ2 = jE;2 + A^ - 2 J?A cos ^ , mithin : 



€08^ 
E 



-iV(' + 



E^ 



) 



Idegt X auf der Curve, so " 
^wird i! e= A, so dass man also 
f Ur diesen Fall die Formel er- 
halt: 

cos ^ 1 

~B~""2A 

^^ir sehen somit, dass jeiie 

A^STerthreihen (16.) uud (17.), 

x-esp. (21.) und (22.) sich zu 

einander verhalteii. wie die 

^erthe von 

^^ E^ 
zu denen von 

Kj wo K^ L Constanten sind. 




Si. 



n. 



§4. 
Einige geometrische Festsetzongen. 

Das Winkelmaass. — £s sei a eine gegebene Curve 
oder Flache mit festgesetzter positiver Seite, und s ein auf 
6 gelegener Punct. 

Die von s nach den Nachbar- ': Die von s nach den Nachbar- 
puncten der Curve g hinlaufen- puncten der FldcJie c hinlaufen- 
den und liber dieselben hinausjden und tlber dieselben hinaus 
verlftngerten Strahlen bilden jj fortgesetzten Strahlen bilden 
einen Winkel^ durch welchen ' einen Jf<?^eZma>i^d, durch welchen 
eine mit dem Radius Eins um eine mit dem Radius Eins um 
s beschriebene Kreislinie inj,5 beschriebeue KugelfldcJie in 
zwei Theile zerlegt wird. Vonljzwei Theile zerlegt wird. Von 



diesen beiden Tbeilen mag der 
auf der positiven Seite der 
Curve liegende das Winkel- 



diesen beiden Tbeilen mag der 
auf der positiven Seite der 
FlScbe liegende das WinkeU 



8S. 
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modss del' Ciirvc im Punde snmaass der FUlche im Punde s 
genannt, und mit "ar, bezeichnet |i genannt , und mit "ar, bezeichnet 
werden. i' werden. 

1st z. B. a die Peripherie;; 1st z. B. a die OberflSche 
eines gleichseitigen Dreiecks, und eines Wtirfels , und setzt man 
setzt man als positive Seite die !' als positive Seite die innere fest, 
innere fest, so wird ftir jedenlso wird ftir jeden Punct 5 
Pnnct .<? 



Oder == — 
2 4 



'Sr, = 'Sr Oder = -^ Ws = ^ oder = ,; oder = 



sein, je nachdem der Punct 5;sein, je nachdem der Punct 5 

in einer Seite oder in einer EcJce in einer Seite^ oder in einer Kante^ 

des Dreiecks liegt. oder in einer Eckc des Wtirfels 

liegt. 

Das supplementare Winkelmaass. — Die mit tST^ durch 

die Relation 
M. tir, _|_ ^^ = -ar 

verbuudene Grosse 11 ^ mag das Supple^nmt des Winkelmaasses^ 
oder kiirzer das supplementare Winkelmaass genannt werden. 
Bemerkung. — Aus diesen Definitionen geht hervor, 
dass 'Sr, gewohnlich = tsr, und i;s gewohnlich =0 ist, und 
dass Abweichungen von diesen gewohnlichen Werthen nur 
dann stattfinden, wenn der Punct s in einer Kante oder 
Ecke liegt. . Mit Riicksicht auf jene gewohnlichen Werthe sind 
die Bezeiclinungen W^ und fjg gewahlt. Denn ebenso wie tar, 
an tr erinnert, ebenso soil Hg an das griechische Wort adsv 
{ovdiv) d. i. an die Zahl erinnern.*) 

§ 5. 
Das Potential einer Doppelbelegung vom Momente Eins."^"^) 

Betrachtung im Baume. — Eine geschlossene Flache a, 
deren innere Seite als positive festgesetzt ist, sei versehen 
mit einer Doppelbelegung vom Momente 

*) Man kann den Buchstaben a ein Omikron Ypsilon oder kiirzer 
ein Omikron nennen. Letzteres ist nicht ganz richtig^ empfiehlt sich 
aber als das Bequemere. 

**) Ich werde in diesem § stets voraussetzen , jone Doppelbelegung 
vom Momente Eins sei ausgebreitet auf einer geschlossenen Curve oder 
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ft = 1. 

Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential dieser Doppel- 
belegung auf einen beliebigen Punct x: 

naher zu untersuchen [vgl. 12. a, 6, c)], 

Bedienen wir uns der*Bezeichnungen ^X, a, a, ;;S) h j 
und s, a genau iu demselben Sinne wie friiher [Seite 31], so 
sind drei Falle zu unterscheiden, je nachdem x = a oder 
== i oder =5 ist; und es sind also der Reihe nacli zu be- 
rechnen die drei Werthe: 

Wi =f{d0),, 
Ws^f{do)s. 

Erstens: Berechnung von Wa* — Wir beschreiben- 
um den gegebenen Punct a eine Kugelflaehe x vom Radius 
Eins, theilen dieselbe in unendlich kleine Elemente^ und 
projiciren eiij solches Element d% von a aus auf <y. Die 
dabei anzuwendenden Projectionsstrahlen treffen die Flache 
im AUgemeinen mehrmalSf und zwar (weil a ausserhalb a 
liegt) stets eine gerade Anzahl von Malen. Demgemass sind 
die sich ergebenden Projectionen des Elementes dx der Reihe 
nach zu bezeichnen mit 

dc^y d62 f diS^y d6%n ' 

Eiu in a befindlicher Beobachter hat die negative Seite von 
da^y hingegen die positive von da,^ vor Augen, sodann wieder 
die negative Seite von do^^ u. s. w.*) Somit folgt [vgl. 

(12. b)]: 

{d6{)a = — dXy 

{d62)a = + dx, 

{da9)a= — dx, 



Die Summe dieser 2n Grossen ist offenbar = 0, weil alle 
sich paarweise zerstoren. Also: 



*) Es ist u3,mlich wohl zu beachten , dass wir die innere Seite der 
geschlossenen FlSrche a als positive , mithin ihre llussere Seite als nega- 
tive festgesetzt haben. 

9* 
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Deoken wir uus diese Gleichung der Reihe nach hingeschriebexi 
ffir jedes dx, so erhalten wir durch Addition alF dieser Glei- 
chungen : 

WO lioker Hand die Summe sdmfntlicher (rf(y)a*steht. Hier- 
durch gewiunt die erste der Formeln (25.) die Gestalt: 

26. TTa == . 

Zweitens: Berechnung von Wi. — 1st x eine mit 
dem Radius Eins um i beschriebene Eugelflache, und pro- 
jicirt man irgend ein Element dx dieser Kugelflache von i 
aus auf die gegebeue Flache a, so erhalt man eine tmgerade 
Anzahl von Projectionen: 

d^i, d02} d0^f .... t?^2n — !• 

Ein in i befindlicher Beobachter hat offenbar die positive 
Seit« von dfa, vor Augen, die negative von d^j; "• s. w. 
Somit folgt: 

(dai)i = + t?x , 

{d62)i = -^ dx , • 

(d6s)i = + t?X , 



Die Summe dieser 2n — 1 Grossen ist offenbar gleich der 
ersten, d. i. =dx, weil alle librigen sich paarweise zer- 
storen. Also : 

{dai)i + {da2)i + (d6s)i + .... = rfx. 

Schreiben wir diese Gleichung der Reihe nach hin fiir jedes 
Element dx, so erhalten wir durch Addition all' dieser Glei- 
chungen : 

J(da)i = x, d. i. =2t3r, 

also mit Riicksicht auf (25.): 

Drittens: Berechnung von TF,. — Ziehen wir von 
s aus Strahlen nach sammtlichen Nachbarpuncten, so erhalten 
wir einen Kegelmantel^ durch welchen eine mit dem Radius 
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Bins um s beschriebene Kugelflache x in zwei Calotten zer- 

legt wird*): 

X = 2t3r = tar, + (2'c5' .— -cS-,) ; 

von diesen beiden Calotten tar, und (2'cS^ — tar,) heisst die 
erstere das Winkelmaass der gegebenen Fldche 6 im Punde s 

fvgl. (23.)]. 

'Denken wir uns vom Puncte s unendlich viele Strahlen 
auslaufend; nach alien moglichen Richtungen, so wird jeder 
solcher Strahl eine der beiden Calotten trefifen. — Trifft er 
die Calotte tar* , so wird er seinen Ursprung (d. i. sein erstes 
unendlich kleines Element) im Gebiete 3 haben , und folglich 
die gegebene Flache 6 eine ungerade Anzahl von Malen 
durcbbohren. Denu, da er in 3 entspriugt, so gelangt er 
nach einer Durchbohrung in das Gebiet 91, nach zwei Durch- 
bohrungen in das Gebiet 3? 'i- s. w. Und er wird also, 
weil er schliesslich im Gebiete 51 endigen (namlich zu einem 
unendlich fernen Punct dieses Gebietes gelangen) muss, im 
Ganzen eine ungerade Anzahl solcher Durchbohrungen auszu- 
fuhren haben. — Triflft andererseits der von s ausgehende Strahl 
die Calotte (2 tar — tar,) , so wird er seinen Ursprung im Ge- 
biete 91 haben, und folglich die Flache 6 eine gerade An- 
zahl**) von Malen durchbohren.. 

Denken wir uns also die um s beschriebene Kugelflache 
X in unendlich kleine Elemente zerlegt, und bezeichnen wir 
die Projectionen eines solchen Elementes dn auf die gegebene 
Flache der Reihe nach mit 

so ist die Anzahl dieser Projectionen ungerade oder gerade^ 
je nachdem dx der Calotte tar, oder der Calotte (2 tar — tar,) 
zugehort. Demgemass erhalten wir fur jedes zu tar, ge- 
horige dx\ 

{dOi), + {dp2\ + {d6^\ ^ = dx, 

hingegen fiir jedes zu (2 tar — tar,) gehorige dx\ 

{d0,\ + {d02\ + {d03)s H = . 

♦) Selbstverstandlich ist die Grenzcurve dieser beiden Calotten im 
AUgemeinen eine Curve doppelter Kriimmung. 

**) Haafig ist diese Zahl = 0. Doch kanu man leicht auch Beispielc 
angeben, in denen sie sss 2, oder !?= 4, u. s. w. ist. 
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Denken wir uns diese Gleichungen (die eine resp. die andere) 
gebildet flir jedes Element dx, so erhalten wir durch Addition 
air dieser Gleichungen: 

^ , . /der Summe derjenigen dx, welcheX 

J ^ ^^ \ der Calotte ty, angehoren / ' 
d. i. 

also mit Riicksicht auf (25.): 

Zusammenstellung der erhaltenen Formeln, — 
Beacliten wir, dass, nach (24.), Wg = W — 8g ist, so koniien 
wir die Formeln (25.), (26.), (27.), (28.) folgendermassen 

Bchreiben : 

Wa=fida)a = 0, 

29. Wi =f{da)i =27ar, 

wo ty, das Winkelmaass, und ^, das supplementare Winkel- 
maass der gegebenen Flache 6 im Puncte s bezeichnet. 

Im Baum und in der Ebene. — Ganz analoge Resultate 
werden offenbar in der Ebene sich ergeben. 

Verstehm wir also, um Alles zusammenztifassen, unter a 
cine geschlossene Curve oder Flache mit positiver innerer Seife, 
imd ferner unter 

30. W^=f{da)^ 

das Potential einer auf a ausgebrciteten Doppelbclegung vom 
Momente Eins, so gelten die Formeln: 

31. f{da)i = 2t3r , 

f{d0). = -sr,==-sr — «, , 

wo Ws da^ Winkelmaass und ii^ das supplementare Winkel- 
maass der Curve oder Flache 6 im Puncte s bezeichnet. 

Ist die gegebene Curve oder Flache a tiberall stetig ge- 
bogen, mithin frei von Eckeii und Kanten, so wird ffs iiberall 
= sein [vgl. Seite 129], wodurch die vorstehenden Formeln 
die einfachere Gestalt gewinneu: 
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j\da)a = , 
f(d6)i =2-3-, 
f(d6)s = tar. 

Hieraus erkenneu wir, dass in dem genaiiiiten Specialfall die 
Function W^ =f{da)x im Ganzen drei constante Werthe 
hat, namlich den constanten Werth ausserhalh a , den con- 
stanten Werth tir auf 6, und den constanten Werth 2 tar inner- 
halb 0] so dass also diese Function beim Uebergange von 
Aussen nach Innen zwei unmittelbar auf einander folgende 
Sprunge erleidet, zuerst von auf tT, sodann von tar auf 2tT. 
Gehen wir nun iiber zu dem allgemeinen Fall, dass die 
gegebene Curve oder Flache 6 nicht iiberall stetig gebogeii, 
sondern mit irgend welchen Ecken resp. Ecken und Kanten 
behaftet ist, so wiederholt sich hier genau dasselbe wie in 
jenem Specialfall; nur mit dem Unterschiede, dass die Function 
Wx^= J{d0)x in den Eck- und Kanten-Puncten nicht mehr 
den Werth tar, sondern gewisse andera Werthe besitzt. Be- 
zeichnet namlich s einen solchen Eck- oder Kanten-Punct, 
und Us das supplementare Winkelmaass von 6 in diesem Puncte, 
so wird jene Function in 6' nicht mehr den Werth tT, sondern 
Werth tar — «, besitzen. 

§ 6. 

Das Potential einer Doppelbelegung von beliebigem Moment.'*') 

Die allgemeinen Eigenschaften eines solchen Potentials. 

Betrachtung im Baum. — Es sei a eine geschlossene 
Flache mit positiver innerer Seite; und auf (T sei eine Doppel- 
belegung ausgebreitet, deren Moment ft eine stetige Function *». 
des Ortes auf a ist. Wir stellen uns die Aufgabe, das Potential 
dieser Doppelbelegung auf einen variablen Punct x: 

naher zu jantersuchen. 

OfiFenbar wird dieses Potential in jedem Puncte a, und 

"^j Ich werde in diesem § vorausBetzen , dass die zu betrachteode 
Doppelbelegung auf ciner geschlossenen Curve oder Flache ausgebreitet 
ist, und dass ihr Moment auf dieser Curve oder Flache iiberall stetig sei. 
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ebenso in jedem Puncte i stetig sein.*) Fraglich aber ist 
sein Verhalteii in den Puncten s, und namentlich auch sein 
Verhalten in zwei einander henachhartm Puncten 5, a oder 5, i. 
Um hierauf naher einzugehen, markiren wir auf einen 
beliebigen Punct Sqj und beschreiben um Sq als Mittelpunct 
eine Kugelflache x von solcher Kleinheit, dass die stetige 

34. Function ft (32.) innerhalb x als constant angesehen warden 
darf**). Bezeichnen wir diesen constanten Werth rait (7, und 
bezeichnen wir ferner den innerhalb von x gelegenen Theil 
YOji 6 rait (T', den ausserhalb x befindlicben mit (T", so ist 
nach (33.): 

F,=/,i(rf(r').+/ft(rfOx, 

also mit Kiicksicht auf (34.): 

oder, falls wir die identische Gleichuug 

O^Cfidis"),-Cfida'% ■ 
hinzuaddiren : 

35. W. == C/(d(r). + /(ft - C){da'% ; 

wofur zur Abkiirzung geschrieben werden mag: ^ 

36. W, = Cfida), + F, . 

Hier bezeichnet alsdann F^; das Potential einer nur auf (T" 
ausgebreiteten Doppelbelegung , also das Potential von Massen, 
3^' die ausserhalb x liegen. Folglich ist F^ innerhalb x liberall stetig, * 
Aus (35.) folgt {i\r x==a, i, s und mit Riicksicht auf 
(31.) sofort: 

Ws ={7o—^,)C+Fs', 
und hieraus folgt weiter, wenn man die Goordinaten der 
variablen Puncte a und i respective mit Xa,ya^ ^a und Xi, j/,-, Zi 
bezeichnet : 



38. 



*) Ich bezeichne die Puncte auf a mit s, Sq , Si u. s. w., ferner 
die Puncte ttusserkalb und innerhalb a respective mit a und i, und 
halte dabei fest an den fn'iher getroffenen Determinationeu, vgl. S. 31. 
**) Die Function /li ist auf der FJiiche a ausgebreitet. Wenn wir 
daher vom Verhalten dieser Function innerludh x sprechen, so haben 
wir dabei selbstverstandlich nur ihr Verhalten auf dem innerhalb x be- 
findlicJiem Theil der Fldclte a im Auge. 
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dF„ dw„ dF„ dw. 
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dWt 


dFf 


dWf 


dF, 


dXf dXf ' 


dVi 
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dz, 


dZf 



3». 




Beschranken wir uns bei Anwendung dieser Formeln auf 
solche Puncte a, ij s, die innerhalb x liegen, und fiir welche 
die Function F (37.) also 
stetig ist, so erkennen wir so- 
fort , dass W im Puncte 5 drei 
verschiedene Werthe hat. Denn 
lassen wir in der e^sten der 
Formeln (38.) den Punct a 
uach s riicken, so erhalten wir: 

und lassen wir in der zweiten i nach s rucken, so folgt: 

Ws = 2vrG+Fr, 
Avahrend endlich die dritte wiederum einen anderu Werth liefert: 

Wbllen wir nun (was durchaus nothwendig ist) zwischen diesen 

clrei Werthen unterscheiden , so werden wir die beiden ersten 

als Grenzwerthe der Functionen Wa und TT,, d. i. als die- 

jenigen Werthe bezeichnen, welche diese Functionen annehmen, 

sobald die Puncte a und i dem Puncte s unendlich nahe 

riicken. Und andererseits werden wir den dritten Werth als 

den directen, d. i. als denjenigeu Werth bezeichnen konneu, 

welcher sich ergiebt, sobald man (ohne Vermittelung der 

Puncte a, i) das Potential W direct fur den Punct s bildet. 

Benutzen wir fiir jene Grenzwerthe die Symbole Was und 

Wigy hingegen fiir diesen directen Werth kurzweg das Symbol 

Wg, so wird also: 

W, ={-sr-6:)C+F,; 

woraus durch Subtraction folgt: 

Was- Ws = 8gC-7!rC, 

Wig - Wg^^gC+tsfC. 

Nun habeu wir unter C deu coustaateu Werth der stetigen 



40. 



41. 



44 
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Function ft innerhalb x verstanden. Folglich ist: C = jit^ 
oder auch: (7= ft, [vgl. die vorhergehende Figur]. Sub- 
stituiren wir den Werth C == (i^ in die letzte der Formeln 
(40.), so erhalten wir: 

*^- Ws + fis^is = Fs + ^iis ; 

mui hieraus, folgt, class die Function 

43. Ws + ^, fi, , 

ebenso wie (is (32.) und Fs (37.), innerhalb x stetig ist, 

Substituiren wir ferner den Werth C = fis in die Formel 
(41.), so folgt: 

Was = iW,+ fJs(ls) — 'f^i»'^, 
Wis = {Ws + ««f*«) + '^i^'s \ 

wodiirch die Beziehungen der Grenzwerthe Wa», Wis ^^^ 
directen Werth Ws dargelegt sind*), 

Fx (37.) reprase^tirt das von irgend welchen ausserhalh 
X gelegenen Massen auf den variablen Punct x oder a;, y, ^ 

ausgeubte Potential. Folglich sind F, ^— ^ X~ ' X ^**^^'^^'^ 
X iiberall stetig. Und hieraus folgt mit Hinblick auf (39.), 

dass die Ableitungen -^ , ^--, -^— und -^, ^, -g^ 

unter einander identisch werden, sobald man die Puncte a 
und i nach s riicken lasst [vgl. die vorhergehende Figur]. 
Es sind also — um den Satz kiirzer auBzudriicken — die Grenz- 

dW dW dW 
45. tverthe von -^--, ^ ^ , a— ^ ehensogross ivie die Grenz- 

^^a ^Va ^^a 

dW. dW. dW. 
werthe von -«— ^ , -^— ^ , -^— ^ Oder, was auf dasselbe hinaus- 

kommt: Bezeichnet p eine heliehig gegehene BicMung, so sind 

dW bW- 

die Grensivrrfhe von -o-^ und -tt— ^ unter einander identisch. 

dp op 

Die eben gemachten Bemerkungen (43.), (44.), (45) be- 
Ziehen sich auf das Innere der Kugel x, und werden daher, 
weil der Mittelpunct von x auf der gegebenen Flache 6 ganz 
heliehig gewahlt war, giiltig sein fiir alle Stellen dieser Flache. 
Somit gelangen wir zu folgenden Resultaten: 

*) Bei air diesen Formeln ist es zweckmassig , zu Anfang" stets dejh 
Fall sich zu denken, dass die gegebene Flilclie a ohne Ecken und 
Kanten ist. Denn alsdann sind die GrQssen a^ (vgl. Seite 130) sammtlicb 
Null, wodarch die Formeln sich bedeutend vereinfachen. 
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Erstens. Die Werthe TT, + ^,/ii, sind auf der gegebenen 
Flache a ilberall stetig. 

Ziveitens, Die Werthe Wa bilden ein stetig zusammen- 
hangendes System, dessen Grenz werthe' Was niit den directen 
Werthen Wa durch die Relation verbunden sind: 

Was =^ {Ws + ^si^,) — -CT/Ii, . 

DriUens. Die Werthe Wi bilden ein stetiges System, 
dessen Grenzwerthe Wis ^ait den Wg verkniipft sind durch 
die Relation: 

Wis = (Ws + iis(ii) + -ST/^M . 
so dass also, beilaufig bemerkt, Wis — Was =?= 2'5rft, ist. 
Viertens. Bezeichnet p eine beliebig gegebeue Riehtung, 

so sind die Grenzwerthe von -^— ^ und -o— ^ unter einander 

dp dp 

identisch. 

Im Baum und in der Ebene. — Ganz analoge Satze 
werden , wie leicht zu ubersehen , in der Ehene sich ergeben. 
Und wir gelangen daher, Alles zusammengefasst, zu folgen- 
dem Resultat: 

Bezeichnet o eine geschlossene Curve oder Flache mil 

j^osUiver inner er Seite, und denM man sich auf eine Doppel- 

hdegung ausgehreitet , deren Moment ft iiherall steti'g ist, so 

wird das von dieser Doppelbelegung auf einen variahUh Punct 

X ausgeUhte Potential: 

W:,=f(l{d6)^ 47. 

folgende JEigenschaften hahen, 

Erste Eigenschaft: Die von s ahhdngende Function: 

ist auf uberall stetig. 

Zweite Eigenschaft: Die Werthe Wa bilden ein stetig 
msammenhdngendes System, dessen Grenzwerthe Was 't^it den ^^'^ 
directen Werthen Ws durch die Relation verkniipft sind: 

Was = {Ws + Sslls) — "ST ft, . 

Dritte Eigenschaft: Die Werthe Wi bilden ein stetiges 
System y dessen Grenzwerthe Wis "^it den directen Werthen Ws ^^ 
durch die RekUion verbunden sind: 

Wis=^{W,'{'iis(ls) + '^l^s^ 
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Vierte Eigenschaft: Bezeichnetp eine beliebig gegebene 

48. (T Eichtung, so sind die Grenzwerthe von -^ und -^ unter 
einander identisch, was angedeutet werden mag durch die Formel: 

dp dp 

Bequemere Bezeichnung, — Wir hdben die Was und 
Wis ols Grenzwerthe der Wa und Wi, andererseits die TF, 
als die directen Werfhe hezeichnet Dock wird es in Zuhunft 
**• • haufig hequemer sein , einer andern Ausdrucksweise uns zu he- 
dienen, indent wir die Was ak solche Werthe bezeichnenj 
welche auf der dussern Seite von 0, die Wis ols solche, die 
auf der innern Seite von <>, und endlich die Ws als solche, 
die geradezu auf 6 sich hefinden, 

Diese Unterscheidungen in (48. s) diirften im ersten Augen- 
blick eben so befreradlich erscheinen, wie etwa jene bekannten 
Dirichlet'schen Unterscheidungen zwischen ic + O, x — 
und X selber. Doch diirften sie, ebenso wie jene, durch die 
aus ihnen fiir die Ausdrucksweise entspringenden Vortheile 
gerechtfertigt sein. 

Bemerkung. — Aus den vorstehenden Formeln folgt sofort: 

48.5: Ws — Was = {'(S> — ^s)(J^s, 

48. 17 W^s — Ws =i'^ + &'*)ft* , 

48. ^ Wis — Was = ^-Wfls . 

Das Potential W erleidet also [wie aus (48. -O*) folgt] bei 
Ueberschreitung von 6 einen plotzlichen Zuwachs, welcher 
gleich ist dem Moment der Doppelbelegung, raultiplicirt mit 
2'cir. Und dieser plotzliche Zuwachs besteht bei genauerer 
Betrachtung [wie aus (48. J, rj) folgt] aus zweien, die kurz 
hintereinauder erfolgen, der eine beim Uebergang von Aussen 
nach der Grenze, d. i. nach 0, der andere beim Uebergang- 
von hier nach Innen. 

Diese beiden letzteren Zuwiichse werden [wie ebenfalls 
aus (48. S, rj) ersichtlich] von gleicher Grosse, namlich jeder , 
:='Uffis sein, sobald die gegebene Curve oder Plache an der 
betrachteten Stelle eine stetige Biegung besitzt. 

Sohlussbemerkung. — Die Zuverlassigkeit der von uns auf- 
gestellten Eigenschaften (48, a, /S, y, 8) ist leider beeintrachtigt 
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darch die von uns gemachte Annahme, dass ft auf einem sehr 48. < 
kleinen Theil der Curve oder FlSche a als constant angeseheii 
warden durfe. Wir werden daher in § 8 und § 9 fvir jene 
Eigenschaften eine strengere Begriindung zu geben versuchen. 

§ 7. 
Betrachtung einer ungesclilossenen Curve oder Flache. 

Im Baiune. — Denkt man sich die bisher betrachtete 
geschlossene Plache a durch irgend welche Curve in zwei 
Theile zerlegt: 

so zerfallt das Potential (47.) in zwei entsprechende Theile: 

Fur alle Puncte a?, die auf 0' oder in unmittelbarer Nahe 
von 6' liegen, und vom Rande dieses Fiachentheils a' ent- 
fernt sind, wird offeubar TF-c" stetig, also das Verhalten von 
Wx identisch mit dem von Wx sein. Unsere allgemeinen 
Eigenschaften (48. a, /3, y, 8) tibertragen sich also unmittelbar 
auf (T' und WJ, unter der Voraussetzung, dass die betraehteten 
Puncte X vom Rande des Fiachentheils (f' durch irgend welche 
wenn auch noch so kleine Entfernuugen getrennt bleiben. 

Im Baum und in der Ebene. — Analoges gilt in der 
Ebene; und wir gelaugen daher schliesslich zu folgendem 
. Resultat: 

Die aUgemeinen Eigenschaften (48. a^ p^ y, 8) gelten auch 
fur eine ungeschlossene Curve oder Fldche, — abgesehen 49. 
von solchen Puncten, die hart an den Endpuncten der 
Curve, resp. hart am Rande der Fldche gelegen sind, 

§8. 
Einige Hillfssatze. «) 

Erster Hiilfssatz. — Aiisserhalb einer gegehenen Kugel- 
fldche vom Badius q und Centrum s mogen zwei variable 



*) Diese Hulfss^tze sind erforderlich, um im folgenden § eiaen 
strengeren Beweis der allgemeinen Eigenschaften (48. a , ^ . . .) geben 
zu kdnuen. 
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50. a 



50./* 



50. y 



51. 



62. 



Puncte X, x^ mit den Centraldistanzen r, r, gedacht werden^ 
welche hestdndig ausserhalb der Kugelfldclie zu bleiben ge- 
zwungen sind. Alsdann finden fur jede heliebige vom Centrum 
s ausgehende Richtung R und fur jede heliebige positive 
ganze ZaJil m die Formeln statt: 

abs (cos (r, R) — cos (r,, R)) < ^--'^ , 

m(xxi) 

oKo / COS (r, jR) co s ixu B) \ ^(m+\){xx,) 

WO {xx^} die gegenseitige Entfernung der Puncte x, x^ be- 
zeichnet 

Die variablen Puncte x, x^ sollen stets ausserhalb der 
Kugelflache bleiben. Folglich unterliegen ih^e Centraldistanzen 
r, r, den Bedinguugen: 



abs 



Kr"" r.V 



< 



r > (f, 



rx> 






Beweis der Formel (^),cc), 
Um die Differenz 

A = cos (r, R) — cos (r, , R) 

zu untersQchen, bezeichnen wir 
die Puncte, in denen die ge- 
gebene um s beschriebene Kugel- 
flache von den Strahlen r, r^ ge- 
troflfen wird, rait | , Sj , und ferner 
die Halbirungslinie des Winkels 
r, rj mit h (vgl. die Figur). Als- 
dann folgt durch Construction auf der Kugelflache*) sofort: 

cos (r, R) = cos (r, h) cos (i?, /t) -f- sin (r, h) sin (jR, h) cos a, 
cos (r, , JJ) = cos (r, Z^) cos (iJ, 7^) — sin (r, /*) sin (ii, h) cos f, 

wo £ den Neigungswinkel der Ebene rh gegen die Ebeue Rh 




*) Man wird diese sphS.rische Figar, welche hier nicht gezeichnet 
ist, sich sofort vorstellen kOnnen. 
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tezeichnet. Hieraus folgt durch Subtraction und mit Hinblick 

auf (52.): 

A = 2 sin {r, h) sin (jR, h) cos f , 



folglich : 
(1. i. 

d. i. 



abs A < 2 • abs sin (r, h) , 



absA <2.i^-^^^^ 

9 



abs A < ^^^*^ 



9 

Oder, weil die Entfernung (5§i) oifenbar kleiner als (a;.r,) ist: 

absA< (-^^, 

9 ' 

w. z. b. w. 

Beweis der Formel (50. /3). — Wir bezeichnen die zu 

untersuchende DiflFerenz wiederum mit A, und setzen also 

diesmal: 

1 1 



Hieraus folgt: 



^.ni y m 



J,, in ^in 



ft — r' 



XDenken wir uns [vgl. die vorhergehende Figurj durch den 
^unct X eine mit der gegebenen concentrische Kugelflache 
^elegt, so reprasentirt oflFenbar r^ — r den kiirzesten Ab- 
^tand des (andern) Punctes x^ von dieser Kugelflache. Folg- 
Xich ist: r^ — r^{xx^)'^ oder, falls wir uns genauer und in 
fiUgemein giiltiger Weise ausdrucken woUen: 

abs (r, -^ r)<i (xx^). 

Achten wir hierauf, und beachten wir ferner, dass [nach (51.)] 

— und - kleiner als - sind, so folgt aus (53.) sofort: 

abs A <{xx^)' -~, 

9 

[ w. z. b. w. 



53. 



64. 
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Beweis der Formel (50. y). — Di« gegeuwartig zu 
uiitersuchende Ditferenz : 

A cosjr,^) cos (r, , R) 

kaiin oflFenbar auch so geschrieben werden: 
J. cos (r, jB) — cos (r, , jB) 



^.m 



+ (;i - ;hi) «o« ('-I ' -K) ■ 



Hieraus folgt mit Bticksicbt auf (51.): 

^^^ ^ abs (COS (r,i?)- COS (r,,^))^^/_l. L\ 

also mit Riicksicht auf die schou bewiesenen Formeln (50. a, j3) : 
abs A < ' '[ + j^^-^ ; 



9 Q 

w. z. b. w. 

Z^^eiter Hulfssatz. — 1st d^ ein gegebenes Curven- oder 
Flachenelement, und sind x, x^ irgend zwei Functe, der en Ent- 
fernunyen von jenem Element grosser als q sind , so ist: 

abs ( (rfff), - {da\, ) < t+ll^^'A da , 

9 

WO (xx^) die gegenseitige Entfernung der genannten beiden Functe 
vorsteUt. — Selbstverstandlich soil h die friiher (Seite 16) 
eingefiihrte Zahl bezeichnen, welche == 1 ist bei Betrachtungen 
in der Ebene, = 2 bei Betrachtungen im Eaume, 

Beweis. — Bekauntlich ist [vgl. (12,6, c), Seite 122]: 

/^^\ COS (r, v) • da 

{da) a: = '---,-' , 

• T 

/j^\ COS (r, , v) ' da 

wo r, r, die Entfernungen der Puucte x, x^ voin Element da, 
und 1/ die Normale dieses Elemeutes bezeichnen. Somit folgt: 

f J \ / J \ /cos (r, v) COS (r, , v)\ •, ^ 

Xda\ - {da),^ = (^-p^ : y- -j rf<y . 

Da nun nach unserer Voraussetzung r und r, grosser als q 
sein sollen, die Puncte a;, x, also gezwungen sind, ausser- 
halb einer um do mit dem Radius q beschriebeuen Kugel- 
flache zu bleiben, so folgt mit Riicksicht auf den fruheren 
Hulfssatz (50. y) sofort: 
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W. Z. D. W. 

Diitter Htilfssatz. — E$ sei 6 eine gegebene Curve oder 
FlachCy und s ein auf a gekgener fester Funct^). Denkt 
man skh nun auf o eine stetige Function fi ausgebreitety 
und hesseichnet man den Werth dieser Function in jenem festen 
Punct s mit fi], so wird die von dem variablen Punct x ah- 
hangende Function 

Qar =/f* (da):, — f**/(^<^)x 56. 

im Bereich von s stetig sein. 

Bezeichnet ndmlich s einen heliehig gegebenen Kleinheits- 
grady so wird sich um s als Mittelpunct stets eine Kreislinie 
oder KugelfldcJie von solcher Kleinheit beschreiben lassen, da'ss 
fUr alle innerhalb dieser Kreislinie oder Kugelflache gelegenen 
Punde X die Formel stattfindet: 

abs (Q^ — Qs)<e. 

Dabei sind unter „ alien" innerhalb der Kreislinie oder Kugd- 
fldche gelegenen Puncten x sowohl diejenigen zu verstehen, 
welche auf (f, als auch diejenigen , welche nicht auf liegen, 
Beweis im Baume. — Bezeichnet d<y ein Element der 
gegebenen Plache 0, und bildet man die Integrale: 

fd6 =C, 

/(da):, =0^, 57. 

/abs(d(J), = V,, 

so reprasentirt C eine der Flache zugehorige Constante (ihren 
sogenannten Flacheninhalt), wahrend Oa-, Va; Fuuctionen des 
variablen Punctes x sind. Setzen wir nun (wie immer) voraus^ 
dass die gegebene Flache von endlicher Ausdehnung, und ab- 
gesehen von einzelnen Ecken und Kanten von stetiger Biegung 
sei , so werden Oar ? ^x fur alle denkbaren Lagen des Punctes 
X endliche Werthe haben. Bezeichnen wir also z. B. den 
Maxiraalwerth der Function Ya; mit M: 

*) Der fesie Punct s soil auf der Curve oder Flache a eine ganz 
beliebige Lage haben, und kann also, falls a imgeschlossen ist, auch 
in einem Endpunct der Curve, resp. am Bande der Fl3,che liegen. In 
der Tl^at ist der vorstehende Satz fiir solche F^lle ohne Weiteres giiltigy 
wie auB dem nachfolgenden Beweise erhellen wird. 

Neumann, Potential. 10 



59. 
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58. fshs {dG)x ==^^x<:M, 

so wird M eine der gegebenen Plache eigenthiimliche Con- 
stante von endlicJiem Werthe vorstellen. 

Reprasentirt a irgend einen Tlieil der gegebenen Flache 
<y, so folgt aus (57.), (58.) sofort: 

fda < C, • 

/abs (da):, < Jf, 

die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente da 
des Theiles a. 

Solches vorangeschickt, wenden wir uns nun zu der zu 
untersuchenden DiflFerenz: Q^ — Q,. Nach (56.) ist: 

Oder, falls man den Werth von fi im Elemente do genauer 
mit fia bezeichnet: 

Qx =filaida)a: — (lif{da)a: , 
d. i. Q:e = /(ftff — lis) (d6)x . 

Hieraus ergiebt sich, falls man x in den gegebenen festen 
Punct s hineinfallen lasst: 

Qs=f{iia — lis){da)s, 
folglich: Qx — Q,=f(^^^ ^,) {{da)^ — {do),) . 

Um das Verhalten dieser DifFerenz im Bereich des Punctes 5 
zu untersuchen, bedarf es nun mehrerer aufeinander folgender 
Operationen. 

Wir beschreiben zunachst um s als Mittelpunct eine kleine 

Kugelflache 

(A). 

Hierdurch zerfallt die Flache a in einen Theil a, der inner- 
halb (J.), und in einen Theil p, der ausserhalb (^A) liegt; 
und dem entsprechend zerfallt das Integral (60.) ebenfalls in 
zwei Theile: 

Qx-Qs = Ja + J{ij 

62. Ja =f(fia — iis){{da% — (da),) , 

Ji^=jii^t^-i^s)i{dp).-{dm'. 



CO. 



01. 
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das eine erstreckt sich uber alle Elemente da des Theilesa, 
das andere iiber alle Elemente d^ des Theiles /3*). 
Aus (62.) folgt sofort: 

abs Ja <J abs (fta — ft,) • abs ({da)x ■— (doc),) , 
also a fortiori: 

abs Ja < Gfshs {{dcc)x — (da),) , 

wo G den grossten Werth von abs (/lia — ft,) bezeichnet. Aus 
der letzten Formel folgt weiter: 

abs Ja < Gf(ahs {da)x + abs (tZa),) , 

also mit Rticksicht auf (59.): 

abs Ja < 2GM. ea. 

Die Function ft ist nach unserer Voraussetzung [vgl. den 
Satz (56.)] eine stetige. Ihre Werthe auf dem innerhalb der 
Kugelflache {A) gelegenen Flachentheile a sind mit ft^, und 
ihr Werth im Centrum s der Kugel {A) mit it^ bezeichnet. 
Durch VerMeinerung der Kugelflache (A) konnen wir daher 
das Maximum G des Ausdruckes abs (fia — fis) beliebig klein 
machen, also nach (63.) auch abs Ja unter einen beliebig ge- 
gebenen Kleinheitsgrad ^s hinabdriicken; — und zwar ohne 64 
dabd die Lage des variablen Punctes x irgendwie zu beschrdnhen. 
Solches ausgefuhrt gedacht, lassen wir jetzt die Kugel- 
flache (A) und die durch sie determinirten Theil,e a, fi er- 
starren**), und gehen iiber zur Betrachtung von Jp, — Nach 
(62.) ist: 

abs J^ </abs {(i^ — ^s) • abs {{dp)^ — (d^),) , 
also a fortiori: 

abs Jp<G' J abs ((djS)^ - (d/S),) , ee. 

wo G' den grossten Werth von abs {ii^ — ^^ vorstellt. 
Denken wir uns nun gegenwartig den Punct x eingeschlossen 
in eine mit .{A) concentrische, aber noch kleinere Kugel 



*) Ebenso wie in (60.) der Werth der Function ii im Elemente dc 
mit ft^ bezeichnet ist, ebenso sind in (62.) ihre Werthe in den Ele- 
menten da und d^ resp. mit ju.^ und {lo benannt. 

**) Von diesem Augenblick an, wo die Operation (64.) vollendet ist, 
soli mithin der Radius der Kugelflache {A) bei unseren weiteren Be- 
trachtungen constant bleiben; desgleichen also auch a und |3. 

10* 
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«7. 



68. 



69. 



70. 



71. 



(«), 

SO ist nach unserm Hiilfssatz (55.): 

abs ((d^), - (dfi).) < -^±^S? d^> 

K-^ — a) 
v/o A =2 ist, wahrend 
A, a die Radien der beiden 
Kugelflachen (A), (a) vor- 
stellen*). Somit erhalten 
wir aus (66.): 




Es ist aber: fdfi < fda^ 
mithin nach (57.): 

fdp <C. 

Auch ist (xs) ^ a, weil der Punct x in die Kugelflache (a) 
eingeschlossen wurde. Somit folgt: 

absJ.<C(?'-^^^^. 

Hier sind die Zahlen h, C ihrer Natur nach unveranderlich. 
Gleiches gilt aber auch von den Zahlen A, G\ weil wir die 
Kugelflache (A) und die durch sie bestimmten Theile a, /3 
schon lange haben erstarren lassen [vgl. (65.)]. Hingegen ist 
der Radius a der Meinern Kugelflache (a), in welche der 
Punct X eingeschlossen wurde, nooh verdnderlich, Und durch 
Verkleinerung dieses Radius a Ivnnen wir offenbar, wie aus 
(70.) ersichtlicli, den Werth von abs J^ heliebig Jclein machen^ 
0, B, Tdein&i' als ^s. • 

Solches ausgefiihrt, ist alsdann fiir jedweden innerhalb 
der Kugel (a) gelegenen Punct x: 

abs Ja < i^j nach (64.), 

und gleichzeitig auch: 



*) Die Pancte x, s liegen namlich innerhalb der kleinen Kugel (o), 
wahrend sammtliche Elemente d^ [vgl. (65.)] ausserhdlb der grossen 
Kugel {A) sich befinden. Folglich sind die Entfernungen jener Puncte 
X, 8 von irgend einem Element d§ nothwendig grosser als die Diffe- 
renz der Kadicn der beiden Kugeln , d. i. grosser als {A — a). 
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abs Jjj < ^e, nach (71.); 
und folglich: 

abs {J a + Jp) < ^y 
d. i. nach (62.): 

abs (Qar — Q,) < 6 ; 7J*. 

w. z. b. 1^. 

Beweis in der Ebene, — Dieser ist offenbar vollig 

analog. Sogar die Formeln sind genau dieselben wie im 

Raume^.nur mit dem Unterschiede, dass die in (68.), (69.), 

(70.) auftretende Zahl h in der Ebene nicht mehr = 2, son- 

dern = 1 ist. 

§9. 
Strengerer Beweis fiir die allgemeinen Eigenschaften des 

Potentials einer Doppelbelegung. 

Da die fiir diese allgemeinen Eigenschaften (48. a, fi, /, d) 
gegebene Begriindung keine unbedingt zuverlassige war [vgl. 
die Schlussbemerkung, Seite 140] , so wollen wir gegenwartig 
eiu strengeres Verfahren einzuschlagen versuchen. 

Es sei ebenso wie damals a eine geschlossene Curve oder 
Flache mit positiver innerer Seite, und (i das Moment einer 
auf a ausgebreiteten Doppelbelegung,* endlich 

Wa:=ffi{d0)x 73. 

das Potential dieser Doppelbelegung auf einen variablen Punct 

X. Auch sei, ebenso wie damals, vorausgesetzt, dass ft auf 7*- 

uberall stetig ist. 

Bezeichnet man irgend welche auf 6 gelegenen Punete 
mit 5, 5, , . . . , ferner die Punete ausserhalb und innerhalb 
6 respective mit a, aj, . . . und i, ij, . . ., so ist*) nach 
bekanntem Satz [Seite 134]: 

J(c?Cj)a = 0, 

f{diS)i=2'Uf, 
f{da)s = tar — 6', , ' 

S{d0\, = 7^— 8s,. 

*) Es sollen die Bezeichnungen a, aj, . . ., t, tj, . . ., 5, Sj, . . . 
genau in dem Siune gebraucht werden, der friiher (Seite 31) feBt^esetz^t 
wurde. 



75. 
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ydches voraugeschickt, markiren wir auf 6 einen be- 
liebigen Punct s, und bilden den von s und x abhllngeiiden 
Ausdruck: 

76. Q^ = QJ. = ffl{d6):c — ^s f(da)a: , 

welcher mit Riicksicht auf (73.) auch so geschrieben werden 
kann: 
"• Q^ = Q* = W. - ^sf{d6% . 

Hieraus folgt fiir x = a, i, s, s^ und mit Riicksicht auf (75.) 
sofort: 

79. Qi = Wi — 2^|ii,, 

w6 die letzte Formel offenbar auch so geschrieben werden kann: 

**• «*, (f**x — f^s) + S*x = Ws, + (is,(J^s, — "ST ft, . 

Vermittelst dieser Formeln wird es nun leicht sein, unser 
Ziel zu erreichen. 

Beweis der ersten Eigenschaft (48. a). — Diese Eigen- 
schaft betrifft die auf 6 ausgebreitete Function: 

und besteht in dem Satz, dass diese Function auf ubercUl 
stetig sei. 

Nun folgt aber durch Subtraction der Formeln (80.), 
(81.) sofort: 

^sXl^s, — i^s) + (Q., — Q,) = A -- fs . 

Die beiden Differenzen linker Hand konnen durch Annaherung 
von s, an s beliebig Tdein gemacht werden , wie theils aus der 
vorausgesetzten Stetigkeit von ft (74.), theils aus der Be- 
schaflFenheit des Ausdruckes Q [Hiilfssatz (56.)] hervorgeht. 
Gleiches gilt daher 'auch von der DiflFerenz ' rechter Hand; 
w. z. b. w. 

Beweis der zweiten Eigenschaft (48. /3). — Denken wir 
uns auf und ausserhalh a eine Function (p ausgebreitet, ent- 
sprechend den Formeln: 



82./? 
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alsdaun bestelit jene zweite Eigenschaft in dem Satz^ dcuis 
diese Function q) iiberaU stetig sei, also stetig sei fur sdmmt- 
liche Puncte s, a. 

Soil dieser Satz richtig sein, so miissen die Differeuzen 

A" = (ps, — 9?o 

Aftf 

unendlich klein werden, sobald man resp. a^ dem a, 5, dem 
s, und a dem s sich nahern lasst. 

Dass die DifiFerenz A' dieser Anforderung entspricht, 
folgt unmittelbar aus der Definition von q)a . Denn dieses 
q)a ist nach (82. j8) Identiseh mit Way und reprasentirt also 
das Potential einer gewissen auf a ausgebreiteten Belegung auf 
den variablen Punct a. 

Ferner entspricht die Diflferenz A" ebenfails der ge- 
nanaten Anforderung. Denn aus (82. a, /3) folgt sofort: 

imd wir wissen bereits, dass /a* und fs stetig sind, vgl. (74.) 
und (82. a). 

Was endlich die Differenz A'" betrifft, so nehmen die 
Formeln (78.) und (80.) mit Rucksicht auf (82. jS) folgeude 
Gestalt an: 

Qa = 9a » 

Q« = 9« » 

woraus folgt: 

Qa — ^s = 9a — 9»^ 

Nach unserm Hiilfssatz (56.) kann nun aber die linke 8eite 
dieser Formel durch Annaherung von a an s beliebig klein 
gemacht werden; und Gleiches gilt daher auch von der rechten 
Seite. 

W. z. b. w. 

Beweis der dritten Eigenschaft (48. y). — Denken wir 
uns auf und innerhalb eine Function ^ ausgebreitet, ent- 
sprechend den Formeln: 

fs = {Ws+ Hsi^s) + tar/Lt, , 
so besteht jene dritte Eigenschaft in dem iSatz, dass diese 
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Function il) uberall stetig sei, also stetig sei fur sammfliche 
Punde s, i. 

Soil dieser Satz richtig sein^ so mussen die Di£Perenzen 

9' = th — ^i 7 

0" =^,^_^*, 

unendlich klein werden, sobald man ^\ dem i^ s^ dems, und 
i dem ^ sicli nahern lasst. 

Dass die Differenz 0' dieser Anforderung entspricht^ 
folgt unmittelbar aus der Definition . von ^^ . Denn dieses 
tl^i ist nach (82. y) identisch mit Wi , und reprasentirt also 
das Potential einer gewissen auf 6 vorhandenen Massenbelegung 
auf den variablen Punct i 

Die Differenz 0" entspricht ebenfalls der genannten An- 
forderung. Denn nach (82. a, y) ist: 

und wir wissen bereits, dass /i und fig stetig sind, vgl. (74.) 
und (82. a). 

Was endlich die Differenz 0'" betrifft, so nehmen die 
• Formeln (79.), (80.) mit Rucksicht auf (82. /3) folgende Ge- 
stalt an: 

woraus folgt: 

Q< — Q. = fPi — fl^s . 

Nach unserm Hiilfssatz (56.) kann aber die linke Seite dieser 
Formel durch Annahening von i an s beliebig klein gemacht 
werden; und Gleiches gilt daher auch von der rechten Seite. 

W. z. b. w. 

Bemerkung. Man kann die. eben besprocbenen drei Eigen- 
schaften noch weiter verscharfen, indem man sagt: 

Ist die gegehene Function ^ auf der gegebenen Cu/rve oder 
Fldche gleichmdssig stetig , so hdben die in {82. a^ /5, y) 
genannten Functionen f,q>y^ analoge Eigenschaften. JEs 
83. wird ndmlich alsdann f gleichmdssig stetig sein fwr die 
Gesammtheit der Functe s, ferner q) gleichmdssig stetig 
sein fUr die Gesammtheit der Functe s, a, endlich ip gleich- 
mdssig stetig sein fUr die Gesammtheit der Functe s, i. 
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In der That habe ich die Satze in dieser scharfereu 
Form durch sorgfaltige Rechnungen als richtig erkannt. Doeh 
mochte ich diese Rechnungen (schon ihres zu grossen Ura- 
fangs willen) hier nicht weiter mittheilen. 

Ueber die vierte Eigenschaffc (48. 8), — Fiir diese bin 
ich einen Beweis von hinlanglicher Streiige mitzutheilen vor- 
laufig nicht im Stande. Gliicklicherweise ist indessen diese 
vierte Eigenschaft fiir raeine spateren Zwecke auch nur von 
untergeordneter Bedeutung. 

§ 10. 
Die betreffenden Helmholtz'sclien Untersucliangen. 

HelmhoUz diirfte wohl der Erste gewesen sein, welcher 
die sogenannten Doppelbelegungen einer nahern Betrachtuug 
unterworfen hat; und es mag mir daher gestattet sein, die 
betreflTenden HelmhoUz^ schen Untersuchungen hier wortgetreu 
folgen zu lassen. Nur werde ich, um unnothige Discontinui- 
taten zu vermeiden, statt der von HelmhoUz benutzten Buch- 
staben diejenigen nehmeu, von deuen in den vorhergehenden §§ 
Gebrauch gemacht wurde. — HelmhoUz druckt sich folgender- 
massen aus [Poggendocff's Annalen, Bd. 89, Seite 224, vom 
Jahre 1853]: 

„In einer friihern Abhandlung (Ueber die Erhaltung der 
„ Kraft. Beriin 1847. Seite 47) habe ich schon die Thatsache, 
„da8s elektromotorisch diflferente Korper, welche sich be- 
^riihren, eine constante Spannungsditferenz zeigen, mathe- 
„matisch so ausgesprochen, dass die Potentialf unction aller 
„freien Elektricit'at in ihnen um eine constante Dififerenz 
„verschieden sein miisse, unabhangig von der Gestalt und 
„Grosse der beiden Leiter. — — " 

„Spater hat Kirehhoff dasselbe auf die elektromotorisch 
„ differenten Korper in geschlossenen Galvanischen Kreisen aus- 
„gedehnt, und nachgewiesen, dass dasjenige, was man bisher 
„als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der Elektricitat 
„in durchstromten Korpern bezeichnet hatte, der verschiedene 
„Werth der Potentialfunction sei; und dass in constant durch- 
„stromten homogenen Leitern diese Function nur solcher freier 
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„Elektricitat angehoreu konne, welche auf der Oberflache uud 
„ausserhalb der Leiter vertheilt sei/^ 

yjGauss hat gezeigt (Resultate des magnet. Vereins 1839. 
„Seite 27), dass wenn Elektricitat (oder Magnetismus) in einer 
„Flache verbreitet sei, und zwar die Menge ^ auf der Flachen- 
„einheit, die Potentialfunction auf beiden Seiten einer solchen 
;,Flache keine verschiedenen Werthe habe, wohl aber ihr 
^DiflEerentialquotient, in der Richtung senkrecht gegen die 

„Flache genommen. Nennen wir diesen ^ auf der eiuen^ 

„ und ^ auf der andern Seite der Flache , wobei vorausgesetzt 

„wird, dass die Normalen der Flache von ihrem Fusspunct 
„in dieser nach entgegengesetzten Richtungen hin gemessen 
„werden, so ist nach Gaitss: 

l^ + l^— ^-^« 

I 

„Ein solcher Fall kommt gemass Kirchhoffs zweiter Be- 
„dingung fiir das dynamische Gleichgewicht der Elektricitat 
„in durchstromten Leitersystemen an den Beriihrungsflachen 
,,zweier Leiter von verschiedenem Widerstande und gUicher 
jjCleMromotorischer Kraft vor. Hier ist die Potentialfunction 
„auf beiden Seiten der Flfiche von gleichem Werthe, aber ihr 
„ DiflFerentialquotient verschieden." 

„ Denken wir uns dagegen eine Flache auf einer * Seite 
„mit positiver Elektricitat, auf der andern mit einer gleichen 
„Quantitat negativer belegt, beide Schichten in verschwindend 
„kleiner Entfernuug von einander^ so werden der Gleichung 
„(1.) entsprechend, die DiflFerentialquotienten der Potential- 
„ function auf beiden Seiten der belegten Flachen gleich*), 
„die Werthe dieser Function selbst aber verschieden sein. 
„Nehmen wir an, um die Grosse ihres Unterschiedes zu be- 
„stimmen, dass zunachst ^^nur eine solche Schicht da sei, 
„ welche in der Flache a selbst liege. Ihre Potentialfunction 
„in einena Puncte der Oberflache von der Dichtigkeit g sei V, 

„deren Diflferentialquotienten nach der einen Seite -^ — , nach 

*) In solcher Art beweist Helmholtz die sogenanntp vierte Eigen' 
scJiafi (48. d) Seite 140. 
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„der andern -^ — - . Verlegen wir nun die elektrische Schicht 

,,in die verschwindend kleine Entfernung s von der Flaehe a 
„nach der Seite der Normale Wj hin, so entsteht dadurch 
„eine verschwindend kleine Variation der Potentialf unction. 
„Der Werth dieser Function in der elektrischen Schicht selbst 
„wird also nun F+ eSV, und in einer unendlich kleinen Ent- 
,,fernung An, vou der Flaehe a (oder Aw, — s von der 
„ elektrischen Schicht): 

;;in der unendlich kleinen Entfernung Anj nach der andern 
„ Seite von a dagegen: 

W,= V+ edr+ -|{- (An, + *) + ^*^ siAn, + a) 

+ ig(An, + *)* + ..... /' 

„Nehmen wir nun die gleichzeitige Existenz von Schichten 
„an, eine von der Dichtigkeit + g in der Entfernung + s, 
;,die andere von der Dichtigkeit — g in der Entfernung — € 
„von der Flaehe a, so wird mit Weglassung der unendlich 
„ kleinen Glieder hoherer Ordnung: 

„b1so [mit Riicksicht auf (I.)]- 

„und wenn wir nach Analogie der Magneten die Grosse 2 £g= /it 
f^das eleMrische Moment der Fldeheneinheit nennen: 

„Ist also der Unterschied der Potentialfunctionen ge- 
;;geben*), so ist dadurch auch das elektrische Moment des be- 
;;treffenden Theils der Flaehe gegeben." 

*) Die Formel (2.) entspricht derjenigen, welche wir aus der zweiten 
und dritten EigeDBchaft abgeleitet, und auf Seite 14Q mit (48. '9') be* 
zeichnet baben. 
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„Ein entsprechender Fall tritt in durchstromten Leiter- 
,,systemen an solchen Flachen ein, wo sich Leiter von glei- 
jjChem Widerstande und verschiedener eUMromotorischer Kraft 
.jberGhren. Hier hat die Potentialf unction nach Kirchhoff's 
,,dritter Bedingungsgleichung auf beiden Seiten verschiedene 
^Werthe, und die Grosse ihres Unterschiedes ist gleich der 
,,elektromotorischen Kraft der betreffenden Stelle. Diese letztere 
• „muss also gleich 4;rfA sein. Dagegen ist der Diflferential- 

,, quotient der Spannung, nach beliebiger Richtung genommen, 
„auf beiden Seiten gleich/^ 

„Wo sich Leiter von ungleicJier elektromotorischer Kraft 
„und ungleichem Leitungsvermogen beriihren, miissen dagegen 
„sowohl die Potentialf unction als ihr DifiFerentialquotient auf 
,, beiden Seiten der Flache verschiedene Werthe haben, was 
,,sich err^ichen lasst, wenn an die entgegengesetzten Seiten 
„der Flache Schichten von entgegengesetzten Elektricitaten 
„und ungleicher Dichtigkeit angelagert werden." 

„Ich werde im Folgenden unter einer elehtrischen Doppel- 
jyschicht stets nur solche zwei Schiqhten verstehen, welche an 
,)den entgegengesetzten Seiten einer Flache in unendlich kleiner 
„Entfernung von ihr liegen, und deren eine ehenso viel posi- 
„tive Elektricitat enthalt, als die andere negative." 

Man sieht, dass ich an der sehr zweckmassigen Helm- 
hoUz'achen Bezeichnungsweise genau festgehalten habe, indem 
ich sowohl das Wort ,jMoment^^ als auch das Wort ^Doppel- 
schicht'^ resp. „Doj)pelhelegung^^ in demselben Sinne gebraucht 
habe, wie Helmholts im Vorstehenden festgesetzt hat. 

§ 11. , 

Weitere Satze iiber die Doppelbelegungen einer gescUossenen 

Curve Oder Placlie. 

Bezeichnet a eine gescJilossene Curve oder Flache mit posi- 
tiver innerer Seite, und bezeichnet ferner 

1. Wa^=fii{d6):, 

das Potential einer auf a ausgebreiteten Doppelbelegung, 
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deren Moment fL iiberall stetig ist, so gelten, wie wir ge- 
funden habeu [vgl. Seite 140] die Formeln: 

Wis—Was = 2^(ls, 

dp dp 

Aus letzterer folgt: 



as 



is ^ as 



2. 



dv dv ' 

oder was dasselbe ist: 

dv ^ aN ~^^ 3. 

falls wir namlich die innere oder positive Normale von a mit 
Vy andrerseits die aussere Normale mit N bezeichnen. 

Solches vorangeschickt, wollen wir nun iibergehen zur 
Anfstellung einiger neuer Satze^ indem wir dabei die Be- 
zeichnungen 21, a, a, 3> h J ^^^ 5, <J in dem friiher [S. 31] 
festgesetzten Sinne verwenden. 

Erster Satz. — Die Gesammtmasse einer anf a ausge- a. 
breiteten Doppelbelegung ist stets = 0. 

Beweis. — Die Richtigkeit des Satzes ergiebt sich un- * 
mittelbar aus der Definition einer Doppelbelegung [vgl. S. 119]. 

Zweiter Satz. — Ist das Potential W einer auf aus- 
gehreiteten Doppelbelegung fur alle Puncte a constant {mithin 5 
= 0), so wird ihr Moment ebenfaUs durch eine Constante, 
aher durch eine Constante von ganz uniestimmtem Werthe 
dargesteUt sein. 

Beweis. — Ist Wa = Const. , so kann dieser constante 
Werth bekanntlich keiu anderer sein als NuU*). Unsere Vor- 
aussetzung: Wa = Const, ist also gleichbedeutend mit 

Wa = 0. 

dW 
Hieraus folgt sofort: - ~^^ = 0, also mit Iliiiblick auf (3.) 

dW 
auch: -^— = 0. Durch diese letzte Relation gewinnt die 

bekannte Green'sche Formel [Seite 19]: 

*) Es kann nUmlich jener constante Werth kein anderer als W^, 
d. i. oder 00 sein ; vgl. Seite 9. Den constanten Werth OQ aDnehmen 
zu wollen, wiirde aber absurd sein. 



6. 
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8. 



3 

die einfachere Gestalt: 



f^W)d,+fw'-^d,-0 



i 



(EW)dt = 0', 

un^ hieraus folgt sofort: 
7. Wi = Const., = C. 

Schliesslich folgt durch Substitution der Werthe (6.), (7.) 

in (2.) : ^ ^ 

^* 20 ^ w. z. b. w. 

Der Werth der Constanten C bleibt vollig unbesUmmt. 
Denn welchen constanten Werth das Moment der Doppel- 
belegung auch haben mag, stets wird ihr Potential auf aussere 
Puncte der verlangten Bedingung entsprechen, namlich = 
sein [vgl. die Satze Seite 134]. 

Dritter Satz. — 1st das Potential W einer auf a aus- 

9. gebreiteten Doppelhelegung fur alle Puncte i constant j etwa 

= K, so wird ihr Moment ehenfalls constant, und zwar 

K 

==— - sein. 

•285 

Beweis. — Aus der Voraussetzung 

10. Wi = Const., = K 

dW' dW 

folgt sofort: —^— = 0, also nach (3.) auch: —^^ = 0. Be- 

achtet man diese letzte Gleichung, imd beachtet man gleich- 
zeitig, dass die Gesammtmasse der.Doppelbelegung ==0 ist 
[vgl. (4.)], so nimmt die bekannte Green'sche Formel [S. 21]: 

das einfachere Aussehen an: 



i 



f(ETr)dr = 0; 

woraus folgt: 

Wa = Const. 

Dieser constante Werth von Wa kann aber offenbar*) kein 
anderer sein als Null. Wir erhalten also: 

H- Wa — 0; 

*) Vgl. die vorhergehende Note. 
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und nunmehr durch Substitution der Werthe (10.), (11.) in (2.): 

K 

w. z. b. w. 

Vierter Satz. — Soil eine Doppelbelegung von a der Art 
seifiy doss 4hr Potential auf der aussern Seite von 6 vor- 
geschriebene Werthe f iesit^t, so ist hierdurch ihr Moment 13. 
Ms auf eine additive Constante eindeutig hestimmt, — 
ausser im singuldren Fall. 

JBeweis. — Existiren zwei Doppelbelegungen /a und ft' 
der verlangten Art, so wird die Doppelbelegung (i — /it' ein 
Potential besitzen, welches auf der aussern Seite von a Null 
ist. Hieraus aber folgt, wenn wir vom singularen iFall ab- 
strahiren, dass dieses Potential Null ist fiir sanimtliche Puncte 
a [Theorem (J..«**), Seite 101]; und hieraus folgt waiter [mit 
Riicksicht auf (5.)]: 

— rifi' = Const. 
W. z. b. w. 

Fiinfter Satz. — Soil eine Doppelbelegung von a der Art 
sein, dass ihr Potential auf der innern Seite von vor- 
geschriebene Werthe f besitd, so ist hierdurch ihr Moment u. 
eindeutig bestimmt. 

Beweis, — Existiren zwd Doppelbelegungen ft und ft' 
der verlangten Art, so wird die Doppelbelegung ft — ft' ein 
Potential haben , welches auf der innern Seite von Null ist. 
Hieraus aber folgt, dass dieses Potential Null ist fiir sammt- 
liche Puncte i [Theorem (/.^), Seite 105]; und hieraus folgt 
weiter [nach (9.)]: 

ft — ft' = 0. ' 
W. z. b. w. 



X 



Filnftes Capitel. 
Die Methode des arithmetischen Mittels."^) 

Fast alle Aufgaben der Elektrostatik (sowie auch des 
Warmegleichgewichts) konnen auf zwei Fundamentalprobleme 
reducirt werden. Diese beiden Probleme beziehen sich auf 
eine beliebig gegebene geschlossene Flache <?, und lauten, 
wenu maji sammtliche Puncte des unendlichen Raumes, je- 
nachdem sie ausserhaTb, auf, oder innerhalb a liegen, respective 
mit a J s und i bezeichnet, folgendermassen : 

Das dussere Problem. — Es soil ein Potential auf 
(iussere Puncte: <t>a ermittelt werden, dessen Massen auf 
1- oder innerhalb a liegen, und dessen Werthe auf von 
daselbst vorgeschriebenen Werthen f nur durch eine unbestimmte 
additive Constante sich unterscheiden, Dabei mag stets voraus- 
gesetzt werden , dass jene vorgeschriebenen Werthe f auf 
iiberall stetig sind. 

Das innere Problem, — JEs soU ein Potential auf 
• innere Puncte: V,- gefunden wet'den, dessen Massen auf oder 
^' ausserhalb liegen, und dessen Werthe auf von den 
daselbst vorgeschriebenen Werthen f nur durch eine unbestimmte 
additive Constante sich unterscheiden, Dabei mogen der Be- 
quemlichkeit willen die vorgeschriebenen Werthe f dieselben 
sein, wie beim ersten Problem. 

Mit Htilfe der friiher von uns aufgestellten allgemeinen 
Theoreme (J..«^), (J^."**) und (J.^*) wiirde sich leicht angeben 



*) In ihrcn Hauptumrissen liabe ich diese Methode des arithmetischen 
Mittels bereits friiher angegeben, in den Ber. der Egl. Silchs. Ges. d. 
Wiss. vom 21. April und 31. October 1870. Die dabei erforderlichen 
Begriindungen, Entwickelungen und Beweise aber babe ich damals 
nicht mitgetheilt, Bondern einer ausfiihrlicheren Exposition vorbehalten. 
A Is cine solchc ist das gegenwartige Capitel anzusehen. 
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lassen, inwieweit die gesuchten Potentiale <t>a und V» durch 
die gestellten Anforderungen wirklich hestimmt sind. Ohne 
indessen hierauf naher einzugehen, woUen wir sogleich an 
die Auffindung jener Potentiale denken. Zu diesem Zweck 
erinnern wir uns an das im vorhergehenden Capitel behandelte 
6rat*5s'sche Integral*): 

/cos d" • da 

sowie auch an das allge- 
meinere Integral: 

TXT- M *» - COS -O" • da 



W, 



-J'- 



£2 




(Seite 116 und 134.) 



WO /Lc irgend welehe Func- 
tion vorstellt, die auf der 
Flache**) ausgebreitet 
nnd daselbst stetig ist. 

Wir haben gefunden, 
dass diese Integrale als 
die Potentiale gewisser 
auf <y 2MBgQhr eiieier I) oppelbelegungen angesehen werden konnen, 
deren Momente respective 1 und /it sind. Auch haben wir 
gefunden, dass das Potential Wx (falls frei von Kanten und 
Ecken ist) folgende Werthe hat***): 

Wa = 0^ 

Wi =2t!r; 
woraus folgt: 

Wa = Wa — tar , 

Wi = tc;, -|- -ciT , 

und dass andererseits das allgemeinere Potential Wx den For- 
meln entsprichtf): 

*') X soil ein ganz heliebiger Panct sein, der also ganz nach Be- 
lieben zur Gattung der a, der s oder der i geh5ren kann. 

**) Von dieser Plache a ist in der vorstehenden Pigur nur ein Theil 

angedeatet. Denn die Fl^che c ist eine gegebene gescMossene F13.che. 

***) Wir verstehen unter o die Grbsse der halben Kugelfldche vom 

Badiits Ems, so dass also 23 = 271 ist. Vergl. die CoUectivbezeich- 

uangen auf Seite 16. 

t) 9 ist ein beliebiger Funct auf der Flache 6. Andereirseits sollen 



3. 



4. 



5. 



a 



Nenmauu, Potential. 
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Was= Ws — '^^sj ,„ ., 

Um nun das Potential Wx unseren Zwecken dienstbar 
zu machen, woUen wir der noch disponiblen Function (i den 
Werth zuertheilen: 

wo f die in den Problemen (1.), (2.) vorgeschriehene Function 
sein soil. Alsdann ist*) nach (4): 

Wx— g,J E^"^ 

und nach (7.) 

w as ^^^^ yy s Is ) 

Wi. = W,-\-f.. 

Denken wir uns nun ein Potential Wx gebildet, welches zu 
den Werthen Ws in derselben Beziehung steht, wie Wx zu 
den fs] sodann ein Potential Wx\ welches zu den Werthen 
W/ wiederura in der namlichen Beziehung steht; u. s. w. 

"• s. w.: __L r^-cosjO-;^^ 

"^ ~ raj ~E^~ ' 



9. 



10. 



n. W^ 



12. 



■ , 1 f 'w ' COS ^ • da 

* ~~aj W ' 

^TTT „ 1_ fW' cos^ ' da 

^^ ~~m'J W~ "' 

so werden oft'enbar, analog der ersfen Formel (10.), folgeude 
Relationen stattfinden : 

— W = f ~ \V 

'' (IS is *rsj 

- w;, = TF, - w: , 

Was W ft W s J 



die Symbole as und is zwei Puncte a und * bezeichnen, welche jenem 
Puncto s unendlich nahe licgcn. Genaueres auf Scite 115 und 137. 

*) Die Formel (9.) kann bekanntlicli, falls man die innere Seite 
von 6 als die positive festseizt, einfacher so goschrieben werden: 

Vergl. Seite 122. 
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woraus z. B. folgt: 

-{Was+ W^s + Was + WZ) = /; - Wr. 13. 

Und gleichzeitig ergeben sich alsdann, analog der zweiten 
Formel (10.), folgende weitere Relationen: 

wi. = TT. + w;, 
wr, = w; + w:', 



15. 



16. 



woraus z. B, folgt: 

+ (Tr,,- 1^-,+ TT/;- w,7) = /,- tf;". 

Nehmen wir nun fiir den Augenblick an, die Function 
Wi" sei auf der Flache allenthalben ausserordefdlich Tdein^ 
so dass also der in (13.), (15.) auf der rechten Seite befind- 
licbe Ausdruck 

n - wr 

nur ausserordenflich wenig von /i abweicht. Alsdann wiirde 
aus (13.) folgen, dass das Potential 

<t>a = - (TF„ + TF„' + Wa" + TT/') , 

abgesehen von einem sehr Jcldnen Fehler, den Anforderungen 
des Problems (1.) entspricht. Und Analoges wtirde alsdann 
nach (15.) hinsichtlieh des Potentials 

Y- = + (Wi - T^' + w - wr) 17. 

zu sagen sein in Bezug auf das Problem (2.). 

Die Losungen unserer beiden Probleme werden daher, 
wie aus diesen einfachen Bemerkungen bereits mit einiger 
Sieherheit hervorgeht, durch die unendlichen Reiheu: 

<t>a = - Wa—Wa — Wa'-Wa"- in inf. 18. 

V,= (^Wi-Wi') + {W;'--Wn + {Wr—W7) + ininf. 19. 

dargestellt sein, falls sich nur nackweisen lasst, dass die 
Werthe der auf a ausgebreiteten Function 

mit wachsendem n gegen Ntdl oder uberhaupt gegen eine 

Constante convergiren. 

Diesen Nachweis werde ich nun im Folgenden in der 

That fiihren, jedoch nur unter der Voraussetzung , dass die 

gegebene Flache a iiber all convex u/ndkeine 0weisternige 

11* 
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7 ^^'^^'^'^^'^ (Seite 115 und 139.) 

Um nun das Potential Wx unseren Zwecken dienstbar 
zu machen, woUen wir der noch dispohiblen Function (i den 
Werth zuertheilen: 

wo f die in den Problemen (L), (2.) vorgeschriehene Function 
sein soil. Alsdann ist*) nach (4.): 

T|^ l_ (/' cos & ' dc 

und nach (7.) 

^y as ^^^^ yy s / « ; 

Wis=Ws + fs. 

Denken wir uns nun ein Potential Wx gebildet, welches zu 
den Werthen Wa in derselben Beziehung steht, wie Wx zu 
den fg] sodann ein Potential Wx\ welches zu den Werthen 
Ws wiederum in der namlichen Beziehung steht; u. s. w. 

"• ^' ^'^ TT^ 1 [*f' coB'O ' • da 



9. 



10. 



11. 



12. 



Ti/- f 1_ fw • COS ^ • do 

^TTT f, 1_ rW' cos'O' ' da 



so werden oft'enbar, analog der rrsten Formel (10.), folgende 
Relationen stattfinden : 

— W = f — W 

ff as is r'sj 

yy as ' — yy s '^ « ^ 
yy as — yy s '' » > 



die Symbole as und is zwei Puncte a und * bezeichnen, welche jenem 
Pnncte 8 unendlich naho liegen. Genaueres auf Seite 115 und 137. 

*) Die Formel (9.) kann bekanntlich, falls man die innere Seite 
von 6 als die positive festselzt, einfacher so geschrieben werden: 

Vergl. Seite 122. 
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woraus z. B. folgt: 

-{Wa,+ W;. + Wa. + Wa'.) = /i - W.'". ,3. 

Und gleichzeitig ergeben sich alsdann, analog der gweiten 
Formel (10.), folgende weitere Relationen: 

Wi. = f, -\-W., 

Wu^fv. + w:, 
wr. = w; + w.", 



woraus z. B. folgt: 

+ iWi.-Wi'.+ w-'s - W.7) = /. - wr. 15- 

Nehmen wir nun fiir den Augenblick an, die Function 
Wa" sei auf der Flache 6 allenthalben ausserordenflich Tclein\ 
so dass also der in (13.), (15.) auf der rechten Seite befind- 
liche Ausdruck 

fs - wr 

nur ausserordentlich wenig von fs abweicht. Alsdann wtirde 
aus (13.) folgeu, dass das Potential 

abgesehen von einem sehr Meinen Fehler, den Anforderungen 
des Problems (1.) entspricht. Und Analoges wiirde alsdann 
nach (15.) hinsichtlich des Potentials 

Y, = + (T^, - Tf,' + Wi" — wr) "• 

zu sagen sein in Bezug auf das Problem (2.). 

Die Losungen unserer beiden Probleme werden daher, 
wie aus diesen einfachen Bemerkungen bereits mit einiger 
Sieherheit hervorgeht, durch die unendlichen Reihen: 

0a -* Wa- Wa'— Wa" - Wa'" ~ in inf. ,8. 

v,= (^Wi—w;)+{Wi"—wr)+iwr—w7)+ ininf. 19. 

dargestellt sein, falls sich nur nacWeisen lasst, dass die 
Werthe der auf ausgebreiteten Function 

mit wachsendem n gegen Ntdl oder iiberhaupt gegen eine 
Constante convergiren. 

Diesen Nachweis werde ich nun im Folgenden in der 
That fUhren, jedoch nur under der Voraussetmng , dass die 
gegehene Flache a iiber all convex u/ndheine zweisternige 

11* 



80. 



164 Fiinftes Capitel. 

ist Zur Erlauterung dieser Ausdracksweise sei sogleich be- 
merkt, dass ich mit dem Namen ,yZweisternig^^ jede Flache 
bezeichne, die aus zwei Eegelflachen zusammengesetzt ist^ 
so z. B. diejenige, welche durch Rotation eines Rhombus um 
die eine Diagonale entsteht, und ferner bemerkt, dass ich 
die Scheitelpuncte der beiden Kegelflachen als die beiden 
jjSterne^^ der Flache bezeichne*). 

Um den in Rede stehenden Nachweis fuhren zu konnen^ 
bin ich genothigt, auf eine der gegebenen Flache 6 eigen- 
thUmliche Constante X aufmerksam zu machen, deren Werth 
lediglich abhangt von der Gestalt der Flache, und stets ein 
dchter Bruch ist, sobald die Fla,che uberall convex und keine 
zwdsternige ist. Diese Constante A, welche ich die Con- 
figuralionsconstante der gegebenen Flache nennen werde, wird 
zugleich auch von Wichtigkeit sein fiir die Convergenz der 
fiir 0a, Vj angegebeuen Reihen (18.), (19.); denn diese Reihen 
sind, wie sich herausstellen wird, im Wesentlichen geo- 
metrische Reihen, — namlich Reihen, deren Glieder fort- 
schreiten nach den Potenzen von A. 

Die Definition und nahere Untersuchung dieser Con- 
figurationsconstanten A bilden den Ausgangspunct , und zu- 
gleich das eigentliche Fundament des gegenwartigen Gapitels ; 
denn erst hierdurch wird uns der Weg eroflfnet werden zu 
einem tieferen Eindringen in die Natur der aufeinander- 
folgenden Functionen W^^l — Und erst nach VoUendung 
dieser Vorarbeiten werden wir iibergehen konnen zur eigent- 
lichen Inangriffnahme der gestellten beiden Probleme (1.), (2.). 

Was nun die ausfiihrliche und systematisch geordnete 
Exposition air dieser ziemlich complicirten Untersuchungen 
betrifffc, so mag es zuvorderst gestattet sein, noch einige 
Bemerkungen voranzus^hicken , theils beilaufigen Inhalts, 
theils zur leichtern Orientirung bei jenen ausfiihrlicheren Ex- 
positionen. 

Erste Bemerkung. — Bezogen auf den Punct i konnen 
wir die Formel (9.) so schreiben; 

*) Den Ausdruck: „uberall convex^^ brauche ich hier nur provi- 
sorisch. Ich werde denselben spater durch einen mehr geeigneten er- 
setzen, vgi. namentlich den Schluss des § 1, Seite 168. • 
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oder auch soi 



^- *= -s//'(^'^> ' 



wo {do)i = — ^ die Oeflfnung des uueiidlich diinnen von i 

nach d0 gelegteu Kegelmantels vorstellt. 

Denken wir uns also um i eine Kugelflache x vom Radius 
Eins beschrieben^ so ist 
{d6)i das aufdieser Kugel- 
flache durch jenen Kegel- 
mantel markirte Element. 
Denken wir uns nun fer- 
ner, indem wir i zum 
Centrum der Perspective 
nehmen, die Flache a 
mit alien darauf ausge- 
breiteten Werthen f auf 
die Kugelflache ti proji- 
cirt, so wird das arith- 
metische Mittel air dieser 

auf x ausgebreiteten 
Werthe f lauten : 

20 ' 

denn {d0)i ist, wie schon bemerkt, ein Element der Kugel- 
flache X, und die Summe all' dieser Elemente ist gleich der 
Kugelflache selber, also = 2'ar. 

Der Bruch (23.) reprasentirt aber nach (22.) den Werth 
von ^TF,-. Und demgemass kann man \Wi das arith- 
metische Mittel aUer auf 6 ausgebreiteten Werthe f in Bezug 
auf den Punct i nennen. Und mit Riicksicht hierauf 
endlich kann man die in diesem Capitel zu exponirende 
Methode, bei welcher die aufeinander folgenden arithmetischen 

Mittel ^TFi, ^Wi, ^Wi", eine wichtige RoUe spielen, 

die Methode des arithmetischen Mittels heissen. Dies ist in 




21. 



22. 
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der That die schon friiher von mir gebrauchte Ausdrucks- 
weise*), an der ich auch gegenwartig festhalten will. 

Zweite Bemerkung. — Ob die gegebene Flache a Uberall 
stetig gebogen; oder mit Kanten ui^d Ecken behaftet ist^ 
bleibt bei den gegenwartigen Betrachtan^en ziemlich gleich- 
giiltig. Nur werden, wie sich zeigen wird, die Punctionen**) 



(n) 
24. '^ 8 ) '' s } '^ 8 i rr 8 y 



w,, w:, w:, w, 



welche im ersten Fall auf 6 allenthalben stetig sind, im letztern 
Fall in den vorhandenen Kanten und Ecken unstetig sein, 
jedoch in solcher Art, dass durch Abanderung ihrer Werthe 
in jenen Kanten und Ecken die Stetigkeit wiederherstellbar 
ist. Die in solcher Weise abgeSnderten Functionen (24.) 
sollen im Folgenden der Reihe nach mit 

/•/ /•// /»^// /"(w+i) 

benannt werden. — Es findet also, wie ich absichtlich zur 
leichtern Orientirung in den nachfolgenden Untersuchungen 
gleich von Anfang hervorheben mochte, zwischen den beiderlei 
Functionen (24.) und (25.) nur ein hochst geringfugiger 

Unterschied statt. Denn die Function Wf'^ geht durch Ab- 
anderung ihrer Werthe in gewissen einzelnen Linien und 

Puncten (Kanten und Ecken) in die Function f}^"^^^ iiber. 
Die letztere Function ist uberall stetig, die erstere hingegen 
(um einer Riemann'schen Ausdrucks weise mich zu bedienen) 
eine solche, deren Unstetigkeit hebbar ist durch Abanderung 
ihrer Werthe in einzelnen Linien und Puncten. 

Dritte Bemerkung. — Ich werde bei den nachfolgenden 
Untersuchungen vorzugsweise die in (1.), (2.) genannten 
Probleme des Baumes ins Auge fassen, bemerke aber, dass 
air diese Untersuchungen (ohne die geringste Muhe) auf die 
analogen Probleme der Ebene libertragbar sind. 



♦) Vgl. die Ber. der Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., 21. April 1870, S. 53. 
**) Es soil hier nicht von den Functionen W^ oder TF,. , sondem 
ausschliesslich von der Function W^ die Rede sein. Mit anderen Worten : 
Es soil nur von deujenigen Werthen die Rede sein, welche W auf 
der gegebenen Flache a besitzt. Analoges ist zu bemerken fiber W^, W^' 
u. 8. w. 



Die Theorie des arithmetischen Mittels. 



167 



-§1. 
Ueber den Rang einer Curve oder Flache. 

Wir konnen, falls es uns beliebt, zwischen Fund und 
SteUe unterscheiden , indem wir z. B. von der Ellipse sageu, 
dass dieselbe mit ihrer Tangente ewei Puncte, aber nur eine 
Stella gemein habe, ferner von der Lemniscate, dass dieselbe 
mit ihrer Doppeltangente vier Puncte, aber nun siwei Stellen 
gemein babe, Ebenso konnen wir auch , was die Peripherie 
eines regulareu Polygons betrifft, sagen/ dass dieselbe mit 
derjenigen unendlich langen geraden Linie, welche durch 
zwei %ufeinander folgende Ecken gelegt ist, unendlich viele 
Puncte (namlich sammtliehe Puncte der betreffenden Seite), 
aber nur eine Stelle gemein habe. Daneben wiirde etwa zu 
erwahnen sein, dass die Peripherie eines solchen Polygons 
mit jeder durch seinen Mittelpunct gelegten unendlich langen 
geraden Linie zwei Stellen gemein habe. 

In der That wollen wir diesen Sprachgebrauch uns an- 
eignen, indem wir jedes Continuum von Puncten {einerleip ob 
die Anzahl der darin enthaltenen Puncte endlich oder un- 
endlich gross ist) kurzweg als Stelle bezeichnen. Gleichzeitig 
wollen wir eine gegebene Curve oder Fldche vom ii^®" Range 
nennen, wenn sie mit einer unendlich langen geraden Linie^ 
welche Lage man dieser Linie auch zuertheilen mag, niemals 
mehr als R Stellen gemein hat. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir unsere weiteren Unter- 
suchungen ist der Specialfall: R = 2. Eine Curve oder 
Flache zweiten Banges kann oflfenbar niemals einspringende 
Ecken oder Kanten haben. Oder genauer ausgedriickt : 



Welche Tangente man an eine 
Curve zweiten Ranges auch legen 
mag, stets werden sllmmtliche 
Puncte der Curve auf derselben 
Seite der Tangente liegen. 



Welche Tangential-Ebene man 
an eine FlUche zweiten Ranges 
auch legen mag, stets werden 
sSmmtliche Puncte der FlSche 
auf derselben Seite der Tangential- 
Ebene liegen. 



Als Beispiele von Curven oder Flachen zweiten Ranges* 
warden zu erwahnen sein; 



il 
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die Kreislinie, die Ellipse, die 
Peripherie eines Rechtecks*), die 
Peripherie eines regulSren Poly- 
gons , die Peripherie eines Kreis- 
segmentes, welches theils von' 
einem Kreisbogen, theils von 
einer geraden Linie begrenzt ist. 



die Kugelflache., die Ellipsoid- 
flache, die OberflSche eines Te- 
traeders, Wttrfels, Dihexaeders, 
Granatoeders, Ikosaeders a. s. w., 
ferner die OberflUche eines Kugel- 
segmentes, welches theils von 
I einer Kugelcalotte , theils von 



i| einer KreisflSche begrenzt wird. 

Eiue geschlossene Curve oder Flache zweiten Ranges 
wiirde man zur Noth als eine uberall convexe Curve oder 
Flache bezeichnen kounen**), nur miisste man alsdann hinzu- 
fiigen, dass einzelne Theile der Curve oder Flache •^fcradf- 
linigy resp. eben sein diirfeu. 

§ 2. 
Die mit sogenannten Sternen beliafteteii Carven nnd Fl&chen. 

Einsternige Curven und Fldchen, 



Ldsst sick auf einer gegehenen 
Flache ein Pund M marhiren 
von solcher Lage^ dass sdmmi- 
liche Tangentialehenen der FldcJie 
durch M gehen, so mag die 
Fldclie einsternig, und M ihr 
Stern heissen, 

Eine einsternige PlSche wird 
daher stets ein Kegdmantd sein, 
nSmlich dadurch erhalten werden, 
dass man einen von einem ge- 
gehenen Punct ausgehondeh (be- 
grenzten oder unbegrenzten) 
Strahl um seinen Ausgangspmict 
in beliebiger Weise sich drehen 
l&sst. 

♦) Ein heliebiges Viereck darf nicht als Beispiel aufgefiihrt werden. 

Denn deiiken wir una z. B. ein Viereck mit einspringendem Winkel, 

BO wird die Peripherie dieses Vierecks eine Curve vierten Ranges sein. 

**) Dieser Bezeichnung habe ich inich friiher bedient, namentlich 

z. B. in den Ber. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss., April 1870 , Seite 56. 



Ldsst sich auf einer gegehenen 
Curve ein Punct M marhiren von 
1. solcher Lage, dass sdmmtliche 
Tangenten der Curve durch M 
gehen, so mag die Curve ein- 
sternig, und M ihr Stern 
heissen, 

Eine einsternige Curve wird 
daher stets ein Winkel sein, n&m- 
lich dargestellt sein durch zwei 
von demselben Punct auslaufende 
(begrenzte oder unbegrenzte) ge- 
rade Linien. 
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Zweisternige Curven und Flachen. 



Lassen sick auf einer gegehe-l 
nen Curve zwei Puncte M, N 
markiren von solcher Lage, doss 
jedwede Tangente der Curve dureh 
einen dieser heiden Puncte geht, 
so mag die Curve zmeisternig 
Jieissen, und M, N Hire Sterne. 

Eine zweisternige Curve wird 
daher stets aus zwei WinJceln 
zusammengesetzt, mithin ein 
Viereck sein. Doch kann der 
eine Winkel des Vierecks 180^ 
betragen, wodurch sich alsdann 
dasselbe in ein Dreieck verwan- 
delt. — Beim Viereck liegen die 
Sterne in zwei gegentiberliegen- 
den Ecken, wUhrend beim Dreieck 
der eine Stem in einer Ecke, 
der andere in einem beliebigen 
Punct der gegentiberliegenden 
Seite sich befindet. 



Lassen sich auf einer gegehc- 
nen Fldche zwei Puncte Jf , N 
markiren von solcher Ljoge , dass 
jedwede Tangentidlehene der Fldche 
durch einen dieser heiden Puncte 
gehty so mag die Fldche z w ci- 
st er nig Jieissen, u/nd M, N 
ihre Sterne, 

Eine zweisternige FlSche wird 
daher stets aus zwei Kegelmdnteln 
zusammengesetzt sein. Als Bei- 
spiele wiirden anzufUhren sein 
die OberflSche desjenigen Kor- 
pers, der durch Rotation eines 
Rhombus um eine Diagonale 
entsteht, ferner die Oberflachen 
des DihexaederSy des OdaederSy 
des Bhomhoeders , des ParaUele- 
pipedums, des Wurfels^ und end- 
lich auch diejenige des Tetraeders. 
Bei der letztem Flache befindet 
sich der eine Stem in einer 
Ecke, der andere in einem be- 
liebigen Puncte der gegentiber- 
liegenden Seite. 

Vielsternige Curven und Flachen. 

In ahnlicher Weise kounte man allgemein w-sternige 
Curven und Flachen definiren. Doch ist solches fiir unsere 
Zwecke von keinem Belang. 

§ 3. 
Die Confignrationsconstante einer gescUossenen Curve oder 

Flache zweiten Ranges. 

Voraussetzung: Es sei 6 eine geschlossene Curve oder 
Flache zweiten Ranges, und die inner e Seite dieser Curve 
oder Fldche mag als positiv festgesetzt sein. Aus der geo- 
metrischen Anschauung, die wir von einer solchen Curve oder 



2. 
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Plache uns bereits gebildet haben (vgl. § 1), folgt unmittelbar, 

dass ein im Innern von 6 befindlicher Beobachter, nach wel- 

chem Element von a er auch hinsehen mag , stets die positive 

Seite dieses Elementes vor Augen hat. Hieraus folgt , dass 

fur jedes Element da und fiir jede beliebige Lage des innern 

Punctes i 
•1. ' {d0)i = pos. 

ist [vgl. (12. b), Seite 122]. Und Gleiches wird oflfenbar 
auch dann noch stattfinden, wenn i nach irgend einer Stella 
6^ der gegebenen Curve oder Flache riickt, so dass wir also 

schreiben konnen 

5. {d0)s = pos., 
oder, was dasselbe: 

6. -ar, = TT — ^/, = pos. 

Denn nach einer bekannten Pormel [vgl. S. 134] ist stets: 

7. f(A^)» = tJT, = TT — 6^, . 

Aus unserer geometrischen Anschauung ergiebt sich femer, 
dass fiir jede Lage*) des Punctes $ das sogenannte WinJcel- 
maass 'ar, zwischen und TT liegt, und hieraus folgt mit 
Riicksicht auf die bekannte Relation 

dass das sogenannte supplementare Winkelmass ^a zwischen 
denselben Grenzen liegt. Wir konnen also notiren: 

folglich niit Riicksicht auf (7.) 

0</(d^),<'c3r. 

Definition der Configurationsconstanten. — Wir zer- 
legen die gegebene Curve oder Flache in irgend zwei Theile 
a und fi: 

von denen jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiickeu be- 
stehen mag**); und bilden sodann die Ausdrtlcke: 

*) Selbstverstandlich soUen die Puncte i, s, s, u, s. w. immer den 
frilher gemachten DetermiuationenXSeite 31 , 32) entsprechen. Es sollen 
also z. B. s, 6'i, Si . . . Puncte sein, welche auf a liegen. 

**) Ist z. B. oine Kugelfiache, und denken wir uns auf dieser 



9. 



10. 



11. 
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18. 



13. 



14. 



2ffl 2© ' 

WO das Integral J{da)g iiber alle Elemente des Theiles a, 
und das Integral C{d^)s, liber alle Elemente des Theiles /3 
ausgedehnt "sein soil. — Wir stellen uns die Aufgabe, diese 
Ausdrticke 5? ^> 5 fur beliebige Lagen der Puncte s, 5, nSher 
zn untersuchen *). 

Da die Glieder der Integrale f{da\ , f{dP)g, und f{dc\, 
f{d6\ sammtlich positiv sind [nach (5.)], so ergiebt sich: 

Am. < fms. . 

Hieraus aber erhalt man mi{ Kiicksicht auf (10.): 

^ f{da). < sr, 

und hieraus endlich durch Addition und mit Bucksicht auf (12.) : 

_< g ^ 2'Sr, 

mithin: ^ ^ ^ 1? as- 

und folglich ; 1 > 5 ^ ; 

woraus hervorgeht, dass i^, g positive ddde Br ache sind. 

Von besonderer Wichtigkeit ist (fiir unsere spateren 
Untersuchungen) die Frage, ob g, iy ihre untere Grenze, die 
0, wirklich erreichen konnen. Die Grosse 

|=/(da).+/(d^),. 

ist eine Suihme von lauter positiven Gliedern , zum NuU- 
werden von J also erforderlich , dass sammtliche Glieder ein- 
zeln = seien. Nun kann aber ein Glied von der Form (da), 
oJBfenbar nur dann == sein , 

KugelflSlche die Earte UDserer Erdoberflache aufgemalt, so konnen wir, 
falls es uns beliebt, unter a alle mit Wasser bedeckten Gebiete^ andror- 
seits unter |? den Continent und die Inseln verstehen, 
*) Vgl. die erste Note Seite 170. 
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iwenn die in ^ck an die gegebene 
FlSche gelegte Tangentialebene 



wenn die in da an die gegebene 
Curve gelegte Tangente durch s 
geht. i durch s geht. 

Analoges gilt fiir die Glieder von der Form (d/J^ . Soli 
also 5 verschwinden, so miissen sammtliche Tangenten resp. 
Tangentialebenen des Theiles a durch 5, und andrerseits 
sammtliche Tangenten resp. Tangentialebenen des Theiles fi 
durch Sj gehen. Folglich werden 5, rj ihre untere Grenze, 
die 0, nur dann erreichen konnen, wenn die Curve resp. 
Flache a eine ein- oder zweisternige ist*). 

Nehmen wir also an, a sei weder ein- noch zweisternig, 
so wird, was die Formeln (15.) betriflFt, der positive achte 
Bruch ri nothwendig von Null^ mithin der positive achte 
Bruch § nothwendig von Eins verschieden sein, so dass also 
die letzte jener Formeln folgende Gestalt erhalt**): 

16. 1 > g> 0. 

(sic!) 

Der Fall der Einsternigloeit verbietet sich iibrigens vou 
selber, weil er in Widerspruch steht mit der schon friiher 
gemachten Voraussetzung (3.), dass 6 geschlossen sei. Wir 
brauchen also nur den Fall der Zweistemigkeit auszuschliessen, 
und gelangen daher, um die Hauptsache zusammenzufassen^ 
zu folgendem Satz: 

Zerlegt man eine geschlossene Curve oder Flache mit 
positiver innerer Seite in zwei Theile a und fi (von denen 
jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann), 
tmd ver steht man unter s, s^ zwei auf a frei bewegliche 
Puncte, so wird die Grosse 

17. , , f{da\+Ad^\ 



5 = 1- 
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*) Ist n§.mlich a zweisternig, so wird | verschwinden konnen, wenn 
uiau 8 in den einen, ^i in den andern Stern hineinfallen lasst, und 
gleichzeitig die Zerlegung von a in die beiden Theile n und fi in ge- 
eigneter Weise bewerkstelligt. — Ist andrerseits a einsternig, so wird 
$ verschwinden konnen, sobald man die Puncte s und Si beide in 
diesen einen Stern hineinfallen 13,8st. 

**) In der Formel ( 1 6.) soil das zugefiigte (sic!) die Aufmerksamkeit 
auf das dariiber befindliche Zeichen lenken, welches nicht ^ sondem 
> lautet. 
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variiren mit der Art und Weise jener Zerlegung, sowie auch 

mit der Lage der Punde s, 5, . 

Set0t man aher voraus, die Curve oder Fldche o sei ssweiten 

Ranges und keine zweisternige ^ so wird g dem Spielraum unter- 

worfen sein*): 

^ g < 1. 

(sic!) 

Wa^ von der Variablen 5 gilt, gilt aher nothwendig aueh von 

jedem Spedalwerth dieser Variablen. Bezeichnet man also den 

Maximalwerth von t, mit A, so folgt aus der vorstehenden 

Formel sofort: 

^ g < A < 1. 

(sic!) 

Dieses I, welches stets positiv und kleiner 'als Bins ist, 
reprdsentirt eine der gegebenen Curve oder Fldche a eigen- 
thilmliche Constante, welche die Configurationsconstante 
heissen mag. 

Wir wollen im Polgenden diese Configurationsconstante 
naher zu bestimmen suchen fiir einige mehr oder weniger 
specielle Palle. 

§4. 

Nahere Bestlmmang der Gonfigurationsconstanten in einigen 

speciellen Fallen. 

Die Configurationsconstante eines Kreises. — 1st a ein 
Kreis, so ist in Betreff des Ausdruckes (17.) 



5=1 



- 2¥ (/('^«)' +fm') 



zu bemerken, dass nach dem bekannten Satz iiber die Peripherie- 
winkel die Relation stattfindet: ^(cZ/J),^ =r(cif/3)a. Somit folgt: 

d. i. 

also nach (7.): 

*) Ueber das in (18.) und (19.) zugefiigte (sic!) vergl. die vorher- 
gehende Note. 



18. 



19. 
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folglich auch*): 

20. A = ^ . 

Die Configwrationsconstante eines Kreises ist mithin stets = 4 • 

Die Configurationsconstante einer geschlossenen Curve 
zweiten Banges. — Ob die Curve stetig gebogen oder mit 
Ecken behaftet ist, bleibt gleichgiiltig. Hingegen woUen wir 
voraussetzen, dass sie keine geradlinigen Strecken entbalte, 
oder (scharfer ausgedruckt), dass alle Kreise, welche irgend 
drei (benachbarte oder nicht benachbarte) Puncte mit der 
Curve gemein haben, von endlicher Grosse sind. Zugleieh 

21. woUen wir unter all' diesen Kreisen den grossten uns auf- 
gesucht denken, und seinen Durchmesser mit A bezeichnen. 

Wir beschreiben nun, was den Ausdruck 

f{da), + J{dp),, 

betriffk, um jeden der Puncte s, Sj einen kleinen Kreis, be- 
zeichnen den ausserhaTb dieser Kreise befindlichen Theil der 
23. gegebenen Curve 6 mit a', und denken uns die beiden Ereise 
(zur bessern Fixirung unserer Vorstellungen) von solcher 

Grosse, dass <?' = —(? ist, wo selbstverstandlich (?, 0' die 

Bogenlangen sein sollen. Ausserdem bezeichnen wir die- 
jenigen Theile von « und /3, welche zu 6' gehoren, mit a' 
und j8'. Alsdann wird: 

/(^«). + fW\ >f{dai + Jidn, , 

wo in den beiden letzten Integralen die Integrationen aus- 

gedehnt zu denken sind fiber alle Elemente da' des Theiles 

a', respective liber alle Elemente rf/3' des Theiles /3'. 

Nun ist bekanntlich fur jedes Element d6 und fur jeden 

Punct s (vergl. Seite 122): 

/ J ^\ da " COB <&• 

25. iA^h E — y 

wo E die Entfernung {d6m-> s), und %^ den Winkel dieser 
Entfemung gegen die Normale von d6 bezeichnet. Denken 
wir uns durch den Punct s und durch die beiden Endpuncte 
des Elementes do einen Kreis gelegt, und den Durchmesser 
dieses Kreises mit D bezeichnet, so wird oflfenbar E=Dcob^\ 
folglich : 

*) Denn X ist der Maximal werth von f , vgl. Seite 173. 
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also, weil nach (21.) B < A ist: 



26. 



27. 




Es kounten Zweifel entstehen , ob diese Formel aach dann 
nocb ^Itig sei, wenn der Punct s im Element de (z. B. in 
der Mitte des Elementes) liegt. Um solchen Erorterungen, 
welche mehr ermtidend als schwierig oder niitzlich sein 
wiirden, aus dem Wege zu gehen, woUen wir bei Anwendung 
der Formel (27.) auf solche Elemente da uns beschranken, 
welche den Punct s nicht enthalten. Dieser Bedingung ent- 
sprechen nach (23.) sammtliche d6\ also auch die da und 
dfi'\ und wir erhalten also mit voUer Sicherheit die Formel: 

und hieraus durch Integration iiber sammtliche da : 



I {da'), > 



a 



und in analoger Weise 



/Wk>-^- 



28. a 



28.6 



176 Funftes Capitel. 

Dutch Substitution dieser Werthe (28. a, b) in die Formel 
(24.) erhalten wir sofort: 

also mit Riicksicht auf (23.): 

also nach (17.): 

t < 1 _ A ._". . 

» ^ 10 2 0A ' 

folglich auch (vgl. die Note, Seite 174): 

Statt des Bruches yq batten wir oflfenbar ebensogut [vergl. 

(23.)] den Bruch — - oder - -— wahlen konnen, u. s. w. Somit 

gelangen wir zu dem Resultat, dass'die Configmrationscon- 
stante I der gegehenen Curve der Formel entspricM : . 

wo a die Bogenldnge der Curve, und A den Burchmesser des 
grbssten Kreises vorstdlt, wekher irgend drei Puncte mit der 
Curve gemein hat. 

Die Configurationsconstante einer Ellipse. — Sind a > 6 
die beiden Halbaxen der Ellipse, so ergeben sich ffir die in 
(29.) enthaltenen Grossen 0, A im gegenwartigen Fall die 
Relationen : 

a > 2^ — , 

denn es reprasentiren — und ^ die Radien des kleinsten 

und grossten Kriimmungskreises der Ellipse. Hieraus folgt 
sofort: 

2fflA ^ 2 \aj ' 

und hierdurch gewinnt die Formel (29.) folgende Gestalt: 



30. 



'^'-Kiy- 
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Bemerkung. — Hieraus folgt fiir den Fall des Kreises, 
d. i. fiir a == 6, sofort ^ ^ -^5 was mit unserm frfihern Er- 

gebniss" ^ = Y l^S^' (^^0] ^^ Einklang ist. 

Die Configiirationsconstante einer gesohlossenen Flftche 
zweiten Banges. — Wir wollen dahiiigestellt sein lassen^ ob 
die Flache mit Ecken und Kanten behaftet oder ilberall von 
stetiger Biegung ist^ aber voraussetzen ^ dass sie keioe ehenen 
Theile enthalte, oder (genauer ausgedriickt) voraussetzen, 
dass alle Kugelflaehen, welche irgend vier (benachbarte oder 
nicht benachbarte) Puncte mit der gegebenen Flache gemein 
haben, von endlicher Grosse sind. Zngleich wollen wir unter 
air diesen Kugelflacheu die grosste uns aufgesucht, und deren ^i. 
Durchmesser mit A bezeichnet denken. * 

Wir beschreiben nun, was den Ausdruck 

betrifft, um jeden der Puncte 5, 5, eine kleine Kugelflache, 
bezeichnen den ausserhalb dieser Kugelflachen befindlichen 
Theil der gegebenen Flache c mit c\ und denken uns die 3s. 

beiden Kugelflachen von solcher Grosse, dass 0' = — a ist. 

Ausserdem bezeichnen wir diejenigen Theile von a, /3, welche 
zu 0' gehoren, mit a', p\ Alsdann wird: 

Ada),-\-f(dp).,>f{da'),+J{dp'\- 

d^ 
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3G. 



37. 
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Bekanntlich ist fur jedes Element da und jeden Punct 

s (vgl. Seite 122): 

, J ^\ do • cos -O" 
(^^> = g^ » 



85. 

WO E die Entfernung {da i^-> s) , und & den Winkel dieser 

Entfernung gegen die iunere Normale yon da bezeichnet. 

Denken wir uns nun durcb den Punct s und durch irgend 

drei Puncte des Elementes da eine Kugelflache gelegt^ und 

den Durchmesser derselben mit D bezeichnet; so wird oflFen- 

bar J5 = D cos '9'; folglich: 

/ 7^\ da ^ da 

(da), = -^jy > -^ ; 
also, weil nach (31.) I) < A ist: 

Um etwaigen Zweifeln vorzubeugen, bringen wir diese 
Formel nur auf solche Elemente da in Anwendung^ welche 
den Punct s nicht in sich enthalten. Hierher gehoren z. B. 
die Elemente da', so dass wir also mit voller Sicherheit 

schreiben konnen: 

/J '\ ^ da 

•(^«)*>-^-2-> 

woraus durch Integration iiber sammtliche da' sich ergiebt: 

38. a /(^«')« > -|r- • 

Desgleichen wird offenbar: 

Durch Substitution der Werthe (38. a, b) in die Pormel 
(34.) erhalten wir nun sofort: 

^ ^ • 

also mit Riicksicht auf (33.): 

also nach (17.) 

£<!---" 



10 2fflA« ' 

folglich auch (vgl. die Note, Seite 174): 

^ 10 20A« * 
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Beachteu wir nun, dass wir statt des Bruches — ebensogut 

99 999 

den Bruch — oder -— u. s. w. hatten wablen konnen [vgl. 

(33.)], so gelangen wir also schliesslich za dem Resultat, 
dass die Configurationsconstante k der betrachteten Fldche der 
Formel entsprechen muss: 

K1- 



2fflA« ^ 



39. 



wo 6 die Grosse der gegebenen Fldche (ihren Quadratinhalt), 
und A den Durchmesser der grbssten Kugelfldche vorstellty die 
irgend vier Functe mit der Fldche gemein hat, 

§5. 
Die aufeinanderfolgenden Punctionen Tr<»), /"W. 

Durch die geometrifechen Betrachtungen der vorhergehen- 
den §§ haben wir uns den Weg eroflfnet zu einem tiefern 
Eindringen in die Natur der schon in der Einleitung (Seite 162 
und 166) erwahnten Punctionen W^'^\ f^^'l 

Wir wollen [wie aucb schon friiher gescheben, vgl. S. 160 
(1), (2)] voraussetzen, dass die auf der gescblossenen Flacbe 
6 vorgesebriebenen Wertbe f daselbst iiberall stetig sind. Ueber 
jene Flacbe selber hingegen wollen wir vorlaufig Jceine Vor- 
aussetzung macben, also z. B. dabingestellt sein lassen, ob 
sie stetig gebogen oder mit irgend welcben Eanten und Ecken 
behaftet ist. Uebrigens mag ihre innere Seite als die positive 
festgesetzt sein. 

Setzt jnau nun: 

so ist Wx das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppel- 
belegung vom Momente ^tt = -^ , und entspricbt den Re- 
lationen : 

; / [vgl. S. 139]. 3. 

d. i. den Relationen: 

12* 



2. 
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5. 



]0. 









TTa. 


/ « /« » 








Wu 


-/•;+/■., 


wo 


alsdann /i' 


die 


Bedeutung hat: 








/•;- 


TF -1- "'^' • 



wahreiid &« das supplementare Winkelmaass der Flache C im 
Puncte s vorstellt. Auch besitzt dieses Potential Wx (vgL 
Seite 139] folgende Eigensehaften : 

6. Erste Eigenschaft: Die auf a ausgehreiteten Werthe 
/*/ (5.) sind daselhst uberall stetig. 

Zweite Eigenschaft: Die ausserhalb a ausgehreiteten 

7. Werthe Wa sind inclusive ihrer Grenzwerthe Was uberall 
stetig. Diese Grenzwerthe stehen zu den TF, in der Beziehung 

(3.), (4.). 

Dritte Eigenschaft: Die innerhalb ausgebreiteten 

8. Werthe Wi sind inclusive ihrer Grenzwerthe Wis Uberall stetig. 
Diese Grenzwerthe stehen zu den Ws in der Beziehung (3.), (4.). 

9. Vierte Eigenschaft: Bezeichnet p eine beliebig gegebene 

Btchtungy so ist tmmer: —^ — = —k — . 

Wir gehen fiber zur Bildung weiterer Functionen. Ebenso 
namlich; wie 

au3 den f die Functionen W, f 

eiitstanden sind^ ebenso mogen nun 

au8 den f zwei neue Functionen W\ f'\ 
und sodann 

aus den /"' wiederum zwei neue Functionen W\ /*'" 
abgeleitet werden, u. s. w., u. s. w., entsprechend den Pormelu : 






ic) w:^ ^ 



(«.) 


n 


= ^/+^' 


m 


r: 


= w: + *A 


(y.) 


rfff 
Is 


ft f" 




• 


• • • • 



Offenbar besitzen air diese Potentiale Wi**^ analoge Eigen- 
sehaften wie Wx selber, und entsprechen also z. B. den mit 
(4.) analogen Formeln: 
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Was = - /; + /•;, Wu = /-. + /;, 

TTa'. =-/•;+ f,", Wi, = f; + /•;', 

w^'. = - /•." + /•;", tf;; = /;" + /•;", .,. 



• 



12. 



13. 



Hieraus folgt sofort: 

Wa. f. + f,', 

Wa, + tt;. + tt;; = - /; + /;'", 
TTa. + TF.'. -\-w;: + TFif = - /; + /;"'+" 

und ferner: 

Wi,-w'u^f.-f:', 

Wu-w;.+ wy, =/;+/;"', 

Ferner folgt aus den Formeln (11.) liriker Hand durch Ad- 
dition aller geraden, resp. aller linger aden Was '> 

Wa,-\- w'a',-{- wr, •••+ Tff;' — /-.+/;'- /•/'••••+/i'"+", 

und in analoger Weise aus den Formeln (11.) rechter Hand: 

Wu+ Tr;; + wVs ••••+ Tf,<^^ =/; +/;' +/;" ••••+/?'"+\ 

Endlich sind analog mit (6.), (7.), (8.), (9.) folgent'e 
Satze zu erwahnen: * • 

Erstens: Die auf a ausgebreiteten Werthe f^^^ sind da- i6. 
seJhst uberall stetig. 

Zweitens: Die ausserhalb o ausgebreiteten Werthe in. 
Wa""^ sind incl. Hirer Grenzwerthe W^^ ilberaU stetig. 

Drittens: Die innerh alb a ausgebreiteten Werthe Wt^ is. 
sind inel. ihrer Grenzwerthe Wu uberall stetig. 



11. 



15. 



20. a 
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19. Viertens: Bezeichnet p eine heliebig gegebene Bichtung, 

d}^ op 

Beilslufige Bemerkung iiber die Pormeln (10.). — Nach 

(10. a) 1st: 

und ferner ersehen wir aus (10. a), dass die Function f^ mit 
Ws iiberall identisch ist, ausser in den Kanten und Ecken 
der Flache*). Demgemass konnen wir in dem Integral (10. b), 
unbeschfedet seines Werthes, /*/ durch TF, ersetzen, wodurch. 
sich ergiebt: 

Nun folgt ferner aus (10. /3), dass /*/' mit TF/ iiberall identisch 
ist, ausser in den Kanten und Ecken; und wir konnen daher 
ini Integral (10. c) die Function /*/' durch TF,' ersetzen, wo- 



20. b 



20. c 



durch sich ergiebt: 



W':; = \fw {d6% . 



Gleichzeitig folgt aus (10. y), dass/*/" mit TT/' iiberall identisch 
ist, ausser in den Kanten und Ecken. U. s. w., u. s. w. 

Wir konnen somit die in (10.) angegebenen Functionen 
^xy Wxj Wx', . . . ., falls es uns beliebt, auch durch die 
Formeln (20, a, b, c, . . .) definiren, und erkennen zugleich^ 
dass die Functionen 

» } IS y I» 1 / « ; ; 

abgesehen von einzelnen Linien und Puncten (Kanten und 
Ecken), identisch sind mit 

In solcher Weise bestatigt sich, was schon in der Ein- 
leitung dieses Capitels (Seite 166) behauptet wurde. 

♦) Es ist nur von den Functionen /*/ und W^ , also nur von solchen 
Werthen die Bade, welche auf der gegehenen Flache a ausgebreitet 
sind. Dass diese Functionen aber das genannte Verhalten zeigen, ergiebt 
sich aus (10. a) sofort, falls man nur bcachtet, dass das sogenannte 
supplementare Wiukelmaass 6^ , mit Ausuahme d^r Kanten und Ecken, 
iiberall ^^^ ist; vgl. Seite 130. 



*) Unter der Schwanhung einer gegebenen Function verstehe ich 
(nach Miemann's Yorgang) die DifiPerenz zwischeu ihrem kleinsten und 
grossten Werthe. 



22. 
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§6. 

Nahere Untersucliung der Punctionen TT^'*), /'<'») fiir den Pall, 
dass die gegebene Flache zweiten Ranges nnd keine 

zweisternige ist. 

Zu unseren schon friiher gemachten Voraussetzungeu 
[Seite 179 (1.)] wollen wir jetzt noch die hinzutreten lassen, 
dass die gegebene geschlossene Flache zweiten Banges und 21 
Jceine eweistemige sei. — Alsdaun gelten fur jedes Element 
d6 und fur jeden Punet s die Formeln [vgl. Seite 170 (5.), 

(70; (9.)] 

(rfa), = pos., 

f{da), = -cJT, = -ST — 6', , 

^ tir, ^ tT, mithin : 'ST, = pos., 

^ Iff '^'cS'y mithin ; ^, = pos., 

WO tJT, das Winkelmaass und Hg das supplementare Winkel- 
maass von im Puncte s bezeichnet. 

Was ferner die auf uperall stetigen Werthe f betrifft, 
so wollen wir ihren kleinsten mit K, ihren grossten mit G, 
das arithmetische Mittel von K und G mit Mj und endlich 
die sogenannte Schwanhung*) der Werthe /'mitD/'bezeichnen. 
Also: 

Min f=K, 

Max /•=(?, 

l)f=^=^G — K, 

Gleichzeitig wollen wir die Flache in zwei Theile a und /3 
zerlegen, von den en jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken 
bestehen kann [vgl. die zweite Note, Seite 170]: 



23. 



24. 



25. 



27 
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und zwar in soldier Weise, dass alle auf a vorhandenen f 
zwischen K und M, andrerseits alle auf j3 vorhandenen zwischen 
M und G liegen. Bezeichnet man also die auf a und /3 vor- 
handenen f respective mit fa und /]?, so sind die Formeln zu 
notiren : 

K^fa<M, 

M<^f^^G. 

Ob dabei diejenigen Elemente rfcy, in denen f gerade gleich 
M ist, zu a oder zu /3 gezahlt werden, bleibt gleichgiiltig. 
Nach den Formeln (10. a, a) ist: 

hieraus folgt durch Elimination von tarTF,; 

2e. '^f:=fs^s+fnd6)s, 

also nach (24.): 

Beachtet man nun, dass die hier auf der reehten Seite auf- 
tretenden Grossen: 

Us, {da\, {dp)s 

nach (22.) lauter positive Grossen sind , so folgt mit Riicksicht 
auf (25.) sofort: 

-^f: <G8s + Mj(da\ + G f{d^\ , 
-^f: > K8., + Kfida), + Mf{dp)s , 

oder, was dasselbe ist: 

^A/ <G[8,+ J{da% + /(rf^)J + (Jf ^ G) /(da), , 
^/•; > if [«. + f{da), + /(d/3)J + (3/ - Z) /(d^), . 

Offenbar ist der in den eckigen Klammern enthaltene Ausdruck 

= 8s + f{da)sy 
also nach (22.): 

= t3r. 
Somit folgt: 

^r: £7!rG+{3I—G) f^dal , 
oder mit Riicksicht auf (23.): 
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r, ^ p (G--K)f{da )s 

/* ^ ^ H 20 ' 

also a fortiori: 

f:>s:. 

Die hier entwickelten Formeln gelten fiir sdmmtUche 
Puncte s- der Curve oder Flache (7^ d. h. fiir sdmmtUche 
Werthe, welehe f auf iiberhaupt besitzt. Nehmen wir 
also an, der kleinste K' dieser Werthe sei vorbanden im 
Puncte 5(,, und der grbsste G' im Puncte s, , so erhalten wir 
durch Anwendung der ersten Formel (28.) auf G'\ 

p. r ^ r {G-'K)f{da\ 
und durch Anwendung der eweiten Pormel (28.) auf K' : 

woraus durch Subtraction folgt: 

G'-K' ^{0-K){\- /(^fk-jh^Mlf?) . 

Die Curve oder Flache ist nach unserer Voraussetzung 
(21.) geschlossen, zwdten Ranges^ und Tceine zweistemige. Wie 
also die Theile a und /3 auch beschaffen sein mogen, und wo 
die Puncte Sq und 5^ auch liegen mogen, — stets wird (vgl, 
Seite 173) die Relation stattfinden: 

1 2lB ^^' 

wo X einen positiven dchten Bruch, die sogenannte Configu- 
rationsconstante von a, vorstellt. — Somit erhalten wir: 

Die Pormeln (29.) , (30.) nehmen , unter Anwendung der 
[zum Theil schon in (23.) erwahnten] Bezeichnungen : 

K = Mmf, K' = Min f , 

G = M^xf, G' =Max/", 

G — K=Df, G' — K' = Bfy 



28. 



29. 



30. 



31. 
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folgende Gestalt an: 

32. MiD f<f< Max f, Df < {Bf)k. 

Hieraus ergiebt sich, weil f zu f in derselben Beziebung 
steht, wie /'" zu /", wie /*'" zu /"', u. s. w., folgeudes System 
von Formeln: 

Min/' </•' <Max/*, Bf <{Df)k, 

83. Min /•' < /" < Max f, I>f < (<Df)k , 

Miu /•" < /"" < Max /•", Df" < (DD I , 



37. 



Min /'(«-!) <: /•(») ^ Max /•("-D , Dp) < {Df(^'^))l ; 

und nunmehr folgt durch Multiplication sammtlicber Formeln 
84. rechter Hand : Df^^ ^ (^/')^% 

also, weil X ein dchter Brtwh ist: 

35. D/^^*^ = 0, 
mithin : 

36. Z*^*^ = Const. 

Doch fragt sich, ob dieser eonstante Werth ein vollig be- 
stimmter sei; — denn es ware ja z. B. denkbar, dass /t^*) 
und /"(^H-i) mit wachsendem n gegen verschiedene Constanteu 
convergiren; u. dgl. 

Markiren wir, um naher bierauf einzugehen, auf ii'geud 
einer Axe zwei Puncte mit den Abscissen K und 6r, so wird 

W 

I I I 







das zwischen diesen Puucten liegende lutervall die Schwankung 
Df ihrer Grosse und Lage nach ausdriicken. . . 

Denken wir uns nun in solcher Weise die Schwankungen 

Df, Df\ Df", der Reihe nach geometrisch dar- 

gestellt, so zeigt ein Blick auf die Formeln (33.) linker Hand, 
dass air diese Schwankungen in einander geschachteU sind, 
indem jede innerhalb (oder wenigstens in Erstreckung) der 
vorhergehenden liegt*): 

*) Hinsichtlich dieser Ausdrucksweise vgl. man die erste Note auf 
Seite 50. 
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SL 



^^ 



jhT 



4- 



o 



Jf 



4-4 



ef" €f' C 



Und hieraas folgt sofort, dass die in Rede stehende Con- 
stante (36.) eine vollig hestimmte ist; sie mag hinfort mit C 
bezeichnet werden: 

Weiteres uber die Functionen f^^\ — Denken wir uns 
in Figur (38.) auf der horizontalen Axe irgend zwei Puncte 
a und a' markirt, von denen der eine zwischen K und G, 
der andere zwischen K' und 6r' liegt, so wird offenbar der 
gegenseitige Abstand dieser beiden Puncte Jcleiner als Df, 
hochstens gleich Bf sein. Diese Bemerkung aber konnen 
wir, weil die Puncte a und a' irgend zwei Werthe der 
Functionen f und f reprasentiren, durch folgende Formel 
ausdrdcken : 

wobei es voUkonimen gleichgftltig ist, ob jene Werthe f und 
/*' auf der Flache a an der ndmlichen Stelle sich befinden, 
oder an verschiedenen. Desgleichen wird oflfenbar: 

abs (r ~ n £ Dn 

abs(f'— n^-DA 



abs (/•(«+!) — /•(«)) £ Df^'')] 

und hieraus folgt mit Riicksicht auf (34.) : 

. abs (/-t^+i) — fi^)) £ (Df) k^ . 

In ahnlicher Weise konnen wir leicht zu einer allge- 
meinern Formel gelangen. Beachten wir namlich, dass [im 
Sinne unserer geometrischen Anschauungsweise (38.)] Df^'^'^^ 
iunerhalb D/'t**^ 'i^gt, so ergiebt sich sofort: 

abs (/'<«+^) — /•(»)) < D/'(«) , 

also nach (34.): 

abs (/'Cn+i') — /-(»)) ^ {Bf) A» ; 



38. 



39. 



40. 



41. 



48. 
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wobei wiederum gleichgiiltig ^ ob die betrachteten Wertbe 
/•(«+!>) und /*(»») an derselben, oder an verschiedenen Stellen der 
Flache a sich befinden*). 

Setzt man in dieser letzten Formel, in welcher selbst- 
verstandlich p eine positive ganze Zahl bedeutet^ die Zahl 
jj = oo, so folgt mit Riicksicht auf (39.): 

43. . abs ((?—/•(«)) < {Df)k^] 

und hieraus folgt weiter, dass sammtliche Werthe, welche die 
Function f^"^^ auf der gegebenen Flache uierMupt iesit^t, 
der Formel entsprechen: 

Dieser Satz gieht Uber die Beschaffenheit der Function f^^^ eine 
anschauliche Vorstellungy und ist zugleich deshalb von Wichtig- 
Jceit, weil er die frilheren Formeln (40.), (41.), (42.), (43.) 
iiberfliissig macht. In der That konnen jene Formeln als 
eine unmittelbare Consequenz des Satzes (44.) angesehen, 
und mit Hiilfe dieses Satzes in jedem Augenblick reproducirt 
werden. 

Untersuchung der Functionen Wa^\ — Nach (11.) ist: 

JJf/i"^ = fCw+O fin) 

'' as "^ /* /» ; 

also nach (41.): « 

45. abs W^f < (D/')A«. 

Nun reprasentirt Wa^^ das Potential einer auf a ausgebreiteten 
Doppelbelegung , mithin einer Beleguug, deren Gesammt- 
masse Null. Hieraus folgt [Theorem (A/) Seite 37] , da^s 

die Extreme der Wi"^ auf a liegen, also dargestellt sind 

durch zwei Special werthe der W^g*. Die fiir sammtliche 

W^a«^ giiltige Formel (45.) wird oflfenbar auch gelten fiir diese 
beiden Special werthe, also gelten fiir die heiden Extreme der 

TTi"^ , und a fortiori also auch gelten fiir die Ubrigen Wa^^ . 
Somit folgt: 

46. ^ abs TTi^^ £ {Bf)k'^. 

*) Jene Formel (42.) wtirde also genauer 80 zu schreiben sein: 
WO 8 und 8i zwei beliebige Puncte der Flache a vorstellen. 



-m)K^ <\ _;, U+w)^"- 
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Aus (45.), (46.) ergiebt sich sofort, dass sdmmtliche Werfhe 
W^\ W^} der Formel entsprechen: 

Dieser SaU giebt dne dmtliche Vorstellung iiber die 
Function TFl**^ ; so zeigt er z, B.^ dass 

ist. Auch ma,cht dieser Satz die friiheren Formeln (45.), (46.) 
iiberflUssig, indem er jeden Augenblick zur Beproduction 
derselben dienen Tcann. 

UntersuchiLng der Punctionen Wi^\ — Nach (11.) ist: 

und hieraus folgt mit Riicksicht auf (42.): 

abs ( WlT^'^ - W^:) ^ (Df) r , 49. 

und folglich auch: 

abs ( Tr/"+'^ - TT/'^O < {Df) ^\ 'so. 

wo in Betreff des Ueberganges von (49.) zu (50.) Aehnliches 
zu bemerken ist wie beim Uebergange von (45.) zu (46.). 
Perner ist nach (11.): 

Oder, was dasselbe: 

2C-wt^=^{G- /;<"') + (c - z^'+'O , 

also mit Riicksicht auf (43.): 

abs(2c— TT/?) <: (D/')r + (!)/•) r+S 

also a fortiori \ % 

abs(2C- TTiJO ^ 2(D/)r, si. 

und folglich auch: 

abs (2 C - TF/"0 ^ 2 (Bf) IT , s* 

wo der Uebergang von (51.) zu (52.) wieder in analoger 
Weise zu bewerkstelligen ist, wie der von (45.) zu (46.). — 
Aus (51.), (52.) ergiebt sich sofort, dass sdmmtliche Werthe 

Wi^'l y TFif der Formel unterthan sind: 
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51 2C-2 iDOX" ^l ^'^A<2C + 2{Df)^» . 

Dieser Satz giebt uber die Function TT/**^ eine dewUiche 
Vorstellung, und zeigt z. B., dass 

isL Auch Icann man diesen Satz in jedehi Augenblick ver- 
werthen zur Beproduction der friiheren Formeln (49.), (oO.y, 

(51.), (52.). 

Bemerkung. — Die gefundenen Satze (44.), (47.), (53.) 
zeigen, dass die Functionen 

mit wachsendem n gegen die consianten Werthe 

0, C, 2(7 

convergiren, — was sich z. B. bestatigt bei Betrachtung 
des Specialfalles f = Const. 

§7. 

Ueber den kleinsten and grossten Werth, welchen das Potential 
einer gegebenen Doppelbelegnng annehmen kann. 

Nach den Formeln (4.), (5.) ist: 

W f -^ 

55. yy as = /« — / « ; 

ferner nach (22.), (23.), (29.): 

^ < ^ < 1, 

66. K ^ f < G^ 

K < f <, G. 

» 

Bezeiebnet man die grosste der vier Zahlen 

- K, +K, -G,+G 
mit L, so folgt aus (55.), (56.) sofort: 

— 2L-^W, ^ +2i, 
67. — 2i ^ Wa, £ +2i; 

-2L ^ Wi, ^ +2L. 



♦) Obwohl — - [nach (56.)] zwischen und 1 liegt, so wurde es 
dennoch-nicht gestattet sein, in der ersten Form el (60.) auf der linken 

Seite — - G schlechtweg durch G zu ersetzen. Denn jener Ausdruck 

-— G wird offenbar bald kleiner, bald grosser als G sein , jenachdem 
G selber positiv oder negativ ist. 



58. 



59. 
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Axis den beiden letzten Pormeln aber ergeben sich [durch 
Anwenduug der bekannten Theoreme (-4/) und (J.), vgl. den 
Uebergang von (45.) zu (46.)] sofort die weiteren Pormeln: 

-2L ^ TF, ^ +2i. 

Nun reprasentirt W [vgl. (2.)] das Potential einer Doppel- 
belegung vom Momente -^ . Beacbten wir, dass dieses Mo- 

jr G » 

ment [nach (56.)] zwischen — und — liegt, sein absolut 

7* 

grosster Werth also — ist, so gelangen wir durch die Por- 
meln (57.), (58.) zu folgendem allgemeinen Satz: 

Variirt das Moment der auf einer gesehlossenen Flciche 6 
ausgehreiteten BoppelheUgung zwischen den Grenzen 

und iezeichnet Wx das von dieser Doppelhelegung auf einen 
heliehigen Punct x ausgeubte Fotentialj so werden sdmmtliche 
Werthe Wa , TF,, TF,-, TFa,, Wig zwischen 

— 2Z + 2L 

gelegen sein, — Bei'Ableitung dieses Satzes ist indessen vor- 
ausgesetzt, dass die Fldche o zweiten Ranges und keine 
zweisternige sei, und ausserdem vorausgesetzt , dass das 
Moment der betrachteten Doppelhelegung auf a uherall stetig 
sei [vgl. (1.) und (21.)]. 

Bemerkimg. — Man kann leicht die Werthe TP,, Waay 
Wis in noch engere Grenzen einschliessen. Denn aus (55.), 
(56.) folgt direct*): 

K-^G ^ Ws < G^^K, 

K^G^ Was ^ G-^ Ky .60. 

2K ^ Wis < 2ff; 



61. 
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woraus dann weiter folgt: 

2K^Wi^2G. 

Air diese Formeln finden eine angenehme Bestatigung durch 
Betrachtung des Specialfalles /*= Const. 

§ 8. 
Ueber die beiden zn Anfang des Capitels genannten Probleme. 

Bei der Behandlung dieser beiden Probleme (Seite 160) 
balten wir fest an den schon gemachten Voraussetzungeii; 

^- indem wir die innere Seite der gegebenen geschlossenen 
Flache a als die positive betrachten, ferner annehmen, dass 
diese PlSche a zwdten Ranges und Jceine zwdstemige sei, 
endlieh annehmen , dass die anf a vorgeschriebenen Werthe 
f daselbst uberall stetig seien. 

Bezeichnen wir also die Configurationsconstante der Flache 

2. o mit I J so wird dieses X ein positiver dchter Bruch sein 
(Seite 173). Und bezeichnen wir andrerseits den kleinsten 
und grossten jener vorgeschriebenen Werthe f respective mit 
K und G, so wird die sogenannte Scbwankung 

Df=G — K 
sein. 

Setzen wir nun: 

<t>^^^Wa-Wa-w: - Tri">, 

so ist offenbar <t>a (ebenso wie Wa , Wa, . . .) das Potential 
einer gewissen auf a ausgebreiteten Doppelbelegung in Bezug 
auf den Punct a, wahrend V* das Potential einer gewissen 
' andern daselbst ausgebreiteten Doppelbelegung auf den Punct 
i darstellt. Die Grenzwerthe dieser Potentiale lauten: 

^as — — ''as ''as ''as ''as 

Y,. ^+Wi,-w;,+ Wu--- + (- 1)" wi:\ 

und gewinnen mit Riicksicht auf bekannte Formeln (Seite 181) 
die einfacheren Gestalten: 



3. 



4. 
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Nun wissen wir aber, dass die Function fg mit wachsen- 
dem n gegen eine Constante convergirt: 

/;<•> = C. [vgl. Seite 187], «• 

Und es kann daher kaum noch zweifelhaft sein^ dass die 
durch die Formeln (3.) definirten Potentiale Oa ; Y< die ge- 
suchten Losungen unserer beiden Probleme darstellen werden, 
sobald wir die in jenen Formeln enthaltene Zahl n ins Un- 
endliche anwacbsen lassen. Hierbei aber haben wir die 
Wahl, ob wir diese ins Unendliche anwachsende Zahl als 
eine ungerade oder als eine gerade Zahl uns vorstellen woUen. 
Und jenaehdem wir das eine oder das andere thun , gelangen 
wir zu verschiedenen Losungen. 

§ 9. 
Erste Losnng der beiden Probleme. (Ungerades n.) 

FUr ein ungerades n lauten die Formeln (3.), (5.) fol- 
gendermassen : 

V, = (TF, - W;) + (TT/- - Wr) . • . . + (TF/''-'^- TFi^O , 

\i; /• f(«+l) 

« I* — la Is } 

oder^ falls man n ins Unendliche wachsen lasst und Rdcksicht 
auf (6.) nimmt: 

. ^a^—Wa—Wa—Wa in inf., 

Y, ={Wi- W;) + (TT/' - Wn + + .... in inf., 

Die onendlichen Reihen (9.) schreiten fort nach Potenzen 
des achten Bruches A, und sind also convergent^ wie solches 
aus den friiher gefundenen Formeln: 

abs W^a^ ^ (<? — -K)^" , [vgl. (46.) Seite 188} , 
abs ( Wt'^^^ — WV) ^{G-^K)k'', [vgl. (60.) Seite 189] 

sofort ersichtlich. Und die durch diese Reihen definirten 
Potentiale Oa, ^t besitzen Grenzwerthe, welche nach (10.) 

Heumann^ Potential. 13 



7. 



8. 
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10. 
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mit den vorgeschriebenen Werthen f bis auf eine additive 
Constante iibereinstimmen. Folglich sind jene Potentiale 
^a? ^i die gesuchten. 

Transformation der gefandenen Potentiale. — Bekanut- 
lich ist: 

12. ? . / , ^ [vgl- (!«•) Seite 180], 

und ferner: 

w(«) An) I fin+l) 

.3. ;' ~ " '' . '', ^ / [vgl. (II.) Seite 181]. 

Wir konnen daher die gefundenen Potentiale 0a , Y,- (^.) 
mit Riicksicht auf (12.) auch so schreiben: 

<j'« = i/c~/"-r-r ](.d0)„, 

v.- = ^J [(/• - n + if" ~ n + ••••] (.d'f)' . 

oder hiit Riicksicht auf (13.) auch so: 

<!>« = - ;^- f[Wu + w;: -h WiV + • • • •](^0)a , 

15. *^ 

V. = - ^f[ w„, + Tr„'; + Tf ;i + . . . .] (do), , 

oder (was dasselbe) auch so: 

<!>« = - i/f^" + ^''' + Wr. +--]^~da, 

% = - ifiWa. + TF„; + fF^: + . . .] ^ dff , 

WO T" und T» den Entfernungen {da »-► a) und (da »->• i) 
entsprechen, und v die inwere oder positive Normale von a 
vorstellt*). 

Nun ist femer nach bekannten Green'schen Satzen: 

f(Wis ^l- - r« ^^) da = 0, [vgl. (41. S) Seite 19] , 

J (^-^aV "" ^' "T^~0 ^^<^ = ^ 5 [vgl- (42. *) Seite 21] ; 

*) Die innere Normale der Fl^che is ist zugleich die positive. 
Denn wir haben ausdriicklich [vgl. z. B. (1.)] die innere Seite dieser 
Flache al8 die positive festgesetzt. 



16. 
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und ahnliche Forraeln gelten fiir W\ W'\ W'% . . . Somit 
konDeu wir unsere Potentiale (16.) auch so darstellen: 



♦) Vgl. Seite 134. 

13* 



18. 



20. 



WO die in den geschweifteii Klammem { } enthaltenen Aus- 
driieke einerlei Werth haben; deiin es ist: 

—^- = :--- [vgl. (19.) Seite 182]. . w. 

Weitere Betraohtungen. — Da bekanntlich J {da) a = 
ist*), so konnen wir die Formeln (14.) auch so schreiben: 

<j>« = \j\(c -n + {c-n +{c-n + ... ] {da),, 

wo C die bekannte Constante (6.) bezeichnen soil. Setzen 
wir also zur AbkQrzung: 

Y, =/H ((/«),, 
SO haben E, H folgende Werthe: 

H = ^ [(/■ - r)+ if"- f") + if" -n + ---\\ 

wofiir mit Riicksicht auf (13.) auch geschrieben werden kann: 

H = -l-[- TF«,- W:\- W7s ]. 

Zufolge (21.) Jconnen die gefundenen Potentiale O^, V,- ange- 
sehen werden als die Potentiale zweier Doppelbelegungen, 
deren Momente E, H sind. 

In den Formehi (18.) haben, wie schon bemerkt, die in 



22. 



23. 



24. 



25. 



26. 



27. 



28. 



29. 
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deu geschweiften Klammern enthaltenen Ausdrilcke einerlei 
Werth. Somit korinen wir jene Formeln auch so schreiben : 

wo alsdann P die Bedeutung hat: 

p i_ d(w„+w:,+ wr'.+---) 



FolgUch Jconnen 0a , V,- auch angesehen werfien als die Poten- 
tiale ein und dersdben einfachen Belegung, deren Dichtig- 
keit P ist 

§ 10. 
Zweite Losung der beiden Probleme. (Gerades n.) 

Wir werden hier genau in derselben Weise operiren, 
wie im vorhergehenden §, nur mit dem Dnterschiede , dass 
wir statt des ungeraden n ein gerades n anwenden. Gleich- 
zeitig woUen wir zur bequemern Unterscheidung statt der 
vorhin gebrauchten Buchstaben 0, V, Z, H, P gegenwartig 
die entsprechenden kleinen Buchstaben <p, ^, ^} V^ 9 ^^~ 
wenden. — Fur ein gerades n lauten die Formeln (3.), (5.) 
folgendermassen: 

tis =fs+ Z'i"-^'^ , 

oder falls man n ins Unendliche wachsen lasst , und Rficksicht 
auf (6.) nimmt: 

q>a = -Wa—W;-Wa in inf. , 

iu = Wi + {w;'-w;) + {wr - TF,'") + + ----iniiif., 

Die uneudlichen Reihen (28.) schreiten fort nach Potenzen 
des achten Bruches A, und sind also convergent ^ wie solches 
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aus den Formeln (11.) sofort ersichtlich. Dnd die durch diese 
Beihen definirten Potentiale <pa, ^i besitzen Grenzwerthe, 
welche nach (29.) voii den vorgeschriebenen Werthen f nur 
durch additive Constanten sich unterscheiden. FolgUch sind 
jene Potentiale (pa, ti die gesuchten. 

Transformation der erhaltenen Potentiale. — Wir 
konnen die gefundenen Potentiale (28.) mit Biicksiclit auf 
(12.) auch so schreiben: 

,,„ = _ ir„ - ^f[f' +r+r + -- ■] i<i<j)a , 

v.- = + TT, + ±-j\{f'-f) + (/^v _/:'") + . . . .-^^ao),, 

oder mit RUcksicht auf (13.) auch so: 

9a Wa- --JVWU + Wl': + WJ, ■\- ■ ■ - ■■] {da)a , 

4>i = + TF, + -wjlw;, + tf:; + w:, + • • • .k^*).-, 

oder (was dasselbe) auch so: 

«iPa = - Wa-^J[w:.+ wr; + w7, + -- j ^^«^, 

wo T^ und T* den Entfernungen (da i^->-* a) und (de »-► i) 
entsprechen, und v die innere NormaJe von a bezeichnet. — 
Aus (32.) folgt weiter durch Benutzung der Formeln (17.): 

ya = -TF.-4-j{ -^ -J -^ ' \T^d0, 

WO die in den geschweiften Klammern enthaltenen Ausdriicke, 
nach (19.), einerlei Werth besitzen. 

Weitere Betraohtungen. — Die Formeln (30.) konnen 
mit Riicksicht auf (12.) und mit Riicksicht darauf, dass 
J{d0)a = ist, auch so geschrieben werden: 

<pa=^/[-/-+(c-n+(c-r)+(c-r)+-]w-, 
^.•=i-/[+/-+(r-r)+(/"''-r)+(/-"-/-^)+-](rftf)*. 



30. 



31. 



82. 



33. 



34. 



35. 
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38. 



39. 
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Setzen wir also zur Abkiirzung: 

80 werden |, iy die Werthe haben: 

i = i- [- /•+ (c -n + ic—n + (<7 - n + ••••], 

oder mit Biicksicbt auf (13.) auch so darstellbar sein: 

Die gefundenen Potentiale (pa, ti (35.) sind mithin die Potefi- 
tiale gewisser Doppelbelegungen, derenMomente |, tj sind. 
Von einigem Interesse sind ausserdem die Pormeln (33.), 
welche mit Riicksicht auf (12.) die Gestalt annehmeo: 

ti = +/-|- (da), -{.Jx'Qda, 
wo alsdann q die Bedeutung hat: 

9 — o dv ' 

Denn wir erl^ennen hieraus, doss (— 9?a) und (-f- ^,) an^e- 

5e/tew werden hdnnetC als die Potentiale ein und derselben 

Masse; diese Masse hesteht atis einer einfachen Belegung 

von der Dichtiglceit q, und aus einer Doppelbelegung vom 

f 
Momente -^ • 

§ 11. 
Riickblick auf die soeben erbaltenen Losungen. 

Vergleiohung zwisohen der ersten und zweiten Losung. 
Blickt man zuriick auf die Formeln (9.) und (28.), so er- 
giebt sich sofort: 
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Oder, weil TFi*^ = 2C i^t [(54.) Seite 190]: 

In der That kaiiti das aussere Problem*), so lange wir uns 
auf Potentiale von Doppelbelegungen, also auf Potentiale, deren 
Gesammtmasse Null ist, beschraukeii; nur eine Losung 
haben, zufolge des Theorems {A.^, Seite 38. Und andrer- 
seits darf es nicht befremden; dass das innere Problem mehrere 
Losungen zulasst, denn das Theorem {Jj^ existirt nicht, 
vgl. Seite 42. 

Einige Bedenken gegen die Zuverl^lssigkeit der erhalte- 
•nen Losungen. — .Dass die Ausdriicke (7.): 

V, = {Wt— w;) + (irr— wr) +{w\''~'- - w^""^) 

die Potentiale gewisser Doppelbelegungen sind , und dass 
diese Potentiale den Relationen (8.): 

yxt /• An-\-\) 

* is — / s is 

entsprecheu; kann, so lange die Zahl n endlich bleibt, nicht 
bestritten. werden. Hingegen konnen iu der einen wie in 
der andern Beziehung Bedenken entstehen ; sobald man iiber- 
geht zu einem unendlich grossen w. Derartige Bedenken 
ubertragen sich von selber auf alle folgenden Formeln, und 
lassen eine genauere Priifuug der erhaltenen Resultate wiin- 
schenswerth erscheinen. 

§ 12. 
Sorgf&ltige Prufang der gefundenen Losungen. 

Disposition. — Wir werden zunachst die im Vorher- 
gehenden fiir Z, H aufgestellten Reihen untersuchen, die 
Convergenz derselben darthun, und uberhaupt uachweisei), 

*) Wir bedienen uns der schon auf Seite 160 eingefohrten Namen. 



40. 



41. 



42. 



43. 
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dass die dnrch diese Reihen definirteu Fnnctionen E, H auf 
der gegebenen Flache iiberall stetig sind. — Sodann werden 
wir auf der Flache a uns zwei Doppelbelegungen von den 
Momenten Z und H ausgebreitet denken, und zeigen, dass 
die Potentiale dieser Doppelbelegungen den in unseren Pro- 
blemen gestellten Anforderungen GenQge leisten. — • Auf 
diese Weise wird alsdann das Resultat der ersten Losung in 
YoUer Strenge als ricbtig bewiesen sein; und dass man hin- 
sichtlicb der zweiten Losung Analoges durchfilhren konne, 
wird sodann keiner weiteren Erlauterung bediirfen. 
Die fur E; H auf gestellten Beihen (22.) lauten: 

^ = ],{iC-f) + {C-n + (C-n + in inf.], 

" = -S-C(/'-/") + (r-r) + (/•"-/•') + ••••!" inf.]. 
Wir woUen diese Reihen folgendermassen darstellen : 

= = =(n) _|. p(n) ^ 

H = H(:») + Z(»>, 

indem wir dabei den sogenannten Bestgliedern P^*), Z^*^ die 
Bedeutung zuertheilen: 

P'"' = -F [(C' -/■<»+") + ((?-/■(»+«) 4: in inf.], 

I(«) = -i- [(/•(»+» _ /■('.+-•)) -{- (/•(»+?) _ f (-+*)) -I in inf.] . 

Dnrch Anwendung der bekanuten Formelu: 

abs (C — /•(••)) < ((? - JE") A» , 
abs (/•(»+„ _ /•(-,) i \g _ if ),« , t'«^- f*^-)' (^•> S- ««7]. 

folgt alsdann sofort: 
abs P(«) ^ ~- [A«+i + A»+2 ^ jt'^+s -\ in inf ] , 

abs I<«) ^ ^— [A«+» + A«+3 + A«+5 ^ in inf.] , 

mithin a fortiori: 

abs P(») ^ ^;-^ i!^ , 
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WO der Ausdruck rechts in beiden Formeln derseJbe ist. Denkt 
man sich nun diesen Ausdruck (was offenbar stets moglich 
ist) durch Yergrosserung von n unter einen beliebig gegebenen 
Eleinbeitsgrad s hinabgedriickt; so sind die Restglieder P^^\ JS^'^ 
ihrem absoluteu Betrage nach iu sdmmtlichen Puncten der 
Flache 6 kleiner als jenes a. Hieraus folgt sofort: nicht 
allein die Convergenz der Reihen (40.); sondern auch, dass 
die durch diese Reihen definirten Functionen E, H auf der 
Flache uberall stetig sind*). 

Die Potentiale 0a ; ^i der durch E , H definirten Doppel- 
belegungen. — Denken wir uns auf der Flache a zwei Doppel- 
belegungen ausgebreitet, deren Momente resp. E und H sind, 
und bezeichnen wir die Potentiale dieser Doppelbelegungen 
auf aussera resp. innere Puncte mit .0a und ¥,- : 

0a=/=(rf<y)a, 

xK, =/H(d<y),, ^' 

und erinnern wir uns endlich an die schon bewiesene Stetigkeit 
von E, H; so ergiebt sich aus den allgemeinen Eigenschaften 
der Potentiale von Doppelbelegungen (vgl. Seite 139 und 

*) Hat man n3,mlich n so weit vergrdssert, dass abs P^'^^ fur sdmmt- 
liche Puncte der Fl9.che <f kleiner als e ist, so werden z. B. fur irgend 
zwei solche Puncte 8 und Si die Formeln -stattfinden: 

(a.) abs Pj»> < 8, 

m ab8Pi»)<^. 

Nun ^ann andrerseits kein Zweifel daruber stattfinden, dass der ge- 
schlossene Ausdruck 

=(»)= -i- [(o - z') + (0 - n +••••+ (c - z'W)] 

eine Function repr^entirt,, welche (ebenso wie f, f, f\ . . .) auf a 
uberaU stetig ist; und man kann daher durch gegenseitige AnDS.herung 
der (bis jetzt beliebig gelassenen) Puncte 8 und 8i dafiir sorgen, dass 

wird. Sodann aber folgt aus (a.), (§.), (y.) sofort: 

(*.) abs [(=(») + P W) - (=(;> + pW) ] < 3 * , 

Oder, was dasselbe ist: 

(f.) .ab8(=,--HJ<3f. 

D. h. £ ist im Puncte 8 8tetig; 8 war aber ein beliebiger Punct der 
Flache. W. z. z. w. 



50. 
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namentlich 150), dass die Function 0, + ^^,E, auf a uberall 
^*» stetig ist, und sodann^ dass die 0a inclusive der 0a, ein stetig 
zusammenhdngendes Werthsystem bilden. Gleiches gilt natiir- 
lich von V, + ^«H, und von den V^, V^,. 

Die Grenzwerthe 0a« und V,, der Potentiale 0a und V,- . 
— Nach (40.), (41.), (42.) ist oflFenbar: 

E = ^ [(C-n + (C~ n + in inf.] , 

^^"^ = I [(C? ~ n + (<^ -/") + •••• + (C^ - P>)] , 
und ferner: 

p(«) = £ — £(") . 

Somit folgt aus (43.): 

abs (=-=(»)) < ^g;. 

Nun reprasentirt das Potential einer Doppelbelegung voni 
Momente E . Versteht man also in analoger Weise unter 
0(**) das Potential einer Doppelbelegung vom Momente H^*^, 
mithin unter — 0<'») das Potential einer Doppelbelegung 
vom Momente E — zS^^ , so sind folgende Formeln zu notiren : 

*8. 0a =-jE(da)ay 

49. 0i^^ = /£(«)(rf(y)a, 

0,_0i») = /(E_E(n))(rf(,)^; 

Solches vorangeschickt, konimen wir nun zu unserm 
eigentlicheu Gegenstand. — Nach den Untersuchungen der 
vorhergehendeu §§ steht zu vermuthen^ dass die Grenzwerthe 
0a, gleich /i — C sein werden. Um uns hieruber zu ver- 
ge wissem, wollen wir die DiflFerenz 

0a, - (fs - CI 

einer nahern Betrachtung unterwerfen, wobei zunachst zu 
bemerken ist, dass diese Differenz in die beiden Theile 

52. 0a. -<t>lr] und 0<'i>-(/;~C) 

zerlegt werden kann. — Was den ersteti Theil betriflFt, so 
reprasentirt — 0^**) (50.) das Potential einer Doppelbelegung, 
deren Moment E — E<"^ der in (47.) genannten Relation 
entspricht. Hieraus resultirt [nach einem allgemeinen Satz, 
Seite 191] eine entsprechende Relation fur das Potential 
selber, namlich folgende: 



*) Ist abs x-^A, and aba y ^B, so folgt bieraus sofort: 

AhB(x + y)^A + B . 
In Bolcher Weise eutsteht aus (54.) und (55. f.) die Formel (56.). 



63. 



55. a. 



66. b 
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abs (0 - 0<«)) ^ 2{G - K) -f^ ; 

Und zwar ergiebt sich [aus dem erwahnten Satze] die GUltig- 
keit dieser Relation fiir sdmmtliche Puncte des ganzen un- 
eodlichen Baumes^ also z. B. auch ihre Gultigkeit fur die 
Puncte a and as. Mit Bezug auf letztere erhalten wir also: 

abs (0a, - <t>^"^) ^ 2((? -X) -^ . 54. 

Was andrerseits den zweiten der Theile (52.) betriflft, so 
ist nach (49.), (46.): 

^':' = -^j\{G - /■) + (C - D + . . . + ((7 - m]{d6)a. 

oder, was dasselbe ist [man erinnere sich an die Formel 
J(da)a=^0, sowie auch an die Formeln (10.), Seite 180]: 

0lr^ = ^Wa-W'a-Wa W^\ 

mithin : 

hieraus folgt [vgl. (11.), (12.), Seite 181] sofort: 

^as=Ts ~~ Is > 55. d 

oder, was dasselbe ist: 

4>i1 -(/;- c) = (7 -/;'»+>' , 55.. 

und hieraus mit Rucksicht auf eine bekannte Formel [(43.) 
Seite 188]: 

abs [0i'»,> - (/; - C)] < {G ~ X) A"+^ . 55.f 

Schliesslich folgt*) durch Combination der Formeln (54.) 
und (55. f): ' - 

abs [O: - (/; - C)J ^ (g-irm-xa-'-H' . 

Nun besitzen aber 0a, und /i — C fiir jeden Punct s he- 
stimmte endliche Werthe(44.a), die selbstverstandlich durchaus 



55. c 
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unabhangig sind von der willldihrlichen Zahl n. Somit folgt 
aus (56.), dass diese beiden Grossen fiir jeden Punct s 
' einander gleich sind. Denn wollte Jemaud behaupten, %s 
existire zwischen ihuen eiu Unterschied von irgend welchem 
Kleinheitsgrade £, so wiirde man die Unrichtigkeit einer sol- 
chen Beliaup£ung mit HQlfe der Formel (56.) sofort nachzu- 
weisen im Stande sein, indem man in derselben die rechte 
Seite durch Vergrosserung von n unter jenes 6 hinabdruckt. 
— Aus (56.) folgt also, dass fiir jeden Punct $ die Relation 
stattfindet*) : 

In analoger Art wird man offenbar auch zeigen konnen, 
dass die Gleichung stattfindet: 

*) Man wird vielleicht der Ansicht eein, dass diese Relation (57.) 
auf kiirzerem Wege hatte hergeleitet werden konnen, dass es n^rmlich 
dazu nur der (von dem Uebrigen unabhangigen) Formeln (55. a, b., . . . f) 
bedurft hatte; denn aus der letzten dieser Formeln , n3.mlich aus (55.f) 
ergebe sich, sobald man n &= cx) setze, sofort die in Bede stehende 
Relation. 

Um genauer hierauf einzugehen, sei zun&chst bemerkt, dass die 
Functionen £,<!>, nach (45.), (48.), ausfuhrlicher zu bezeichnen sein 

wurden mit E^*\ <l>^*^ . Unsere Aufgabe bestand in der Ermittelung 

derjenigen Werthe, welche die Function <l> oder O^*^ fur die Poncte 
as annimmt; und hieriiber haben wir durch die Relation (57.) in der 
That Auskunft erhalten; denn dieselbe lautet: 

Aus der Formel (55. f) hingegen wiirde sich fiir n=»co ein ganz 
anderes Resultat ergeben haben, nUmlich folgendes: 

m . (<t>ir;)«=«=/i-o. 

In solcher Weise geschrieben , diirfte der Unterschied klar zu Tage 
liegen. — Wir k&nnen uns so ausdriicken: Die linken Seiten der Rela- 

tionen (a.), (|3.) beziehen sich beide auf den Ausdruck O^**^ , jedoch 

mit dem Unterschiede , dass die linke Seite von (a.) derjenigen Werth 
bezeichnet, welchen dieser Ausdruck annimmt, sobald man darin zuerst 
n s cx) , und sodann a uuendlich nahe an s rdcken lasst, wUhrend die 
linke Seite von (§.) denjenigen Werth bezeichnet, welchen der Aus- 
druck annimmt, sobald man die genannten Operationen in um^e^e^er 
Eeihenfolge vornimmt. 



Die Methode dea arithmetischen Mittels. 



205 



Hiermit ist alsdann aber dargethan, dass die Potentiale <t>a 
und V, die in unseren Problemen gestellten Anforderungen 
wirUich befriedigen, 

§ 13. 
Einigermasseii libersiclitliclie Darstellung der Hauptresnltate 

dieses Capitels. 

TJeber das iliissere Problem. — Ist eine geschlossene 
Flache, und bezeichnet man die Puncte ausserhalb, auf und 
innerhalb 6 respective mit a, s und i, so lautet das friiher 
besprochene Theorem (-4.^**), oder wenigstens ein specieller 
Fall desselben folgendermassen [vgl. Seite 38]: 

Sollen die Massen eines Potentials <t>a auf oder inner- 
halb liegenj und die Summe Null haben, und sollen ferner 
die 0a* von irgend welchen vorgeschriebenen Werthen fs 
nur durch eine unbestimmte additive Constante sich unter- 
scheiden: 0a» = /« + Const.; 

so sind hierdurch sammtliche Werthe Oa eindeutig bestimnit. 

Das sogenannte aussere Problem besteht nun in der wirh- 
lichen Berechnung des Potentials 0^, sowie der zugehorigen 
Const Und diese Berechnung sind wir vermittelst der im 
Vorhergehenden exponirten Methode in der That auszufQhren 
im Stande, falls die gegebene Flache a zweiten Ranges und 
keine zweisternige ist, und falls ausserdem die vorgeschriebe- 
nen Werthe f auf a Uberall stetig sind. * Jene 

Methode zur Losung des ftussem Problems ist folgende: 
Von den vorgeschriebenen Werthen f ausgehend , bilde man 
zunachst gewisse aufeinanderfolgende Functionen W^^\ f^^\ 
indem man zur Bildung der TF^**^ die Formeln der Columne L, 
andrerseits zur Bildung der f^^^, ganz nach Belieben, die 
Columne 11. oder III. verwendet: 



I. 


11. 


III. 


W.-^ff{da),, 


rr as IS IS} 


TT,, = /•;+/;, 


Wi^^nda)., 


Wa. = f." - /•;, 


WL - f." + /•;, 

• 


w:-\fr'{d0)., 


w;:-f:"-f.", 


w". - fr + /•;', 


etc. etc* 


etc. etc. 


etc. etc. 



1. 



2. 
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Hier ist zur Abkurzung gesetzt: 

-^^^' da = {dc). . 

Dabei bezeichnet x einen ganz beliebigen Punct^ und v die 
innere Normale der gegebenen Flache 0. 

Die in solcher Weise erhaltenen Punotionen f^*^ haben 
alsdann die Eigenschaft^ dass /'('°> eine Coustante ist: 

Vermittelst dieser Constante C und vermittelst der Funetionen 
W^^^ konnen wir die Losung des Problems unmittelbar an- 
geben. Es ist nainlich: 

o, = - TF« - tt; - Wa" - Trr - - , 

5. ConsL = '-C= — fi^), 

wo selbstverstandlich unter Cbws^. die friiher in (I.) erwahnte 
additive Constante zu verstehen ist. 

Uebrigens konnen wir das Potential <t>a (4.) noch in 
anderer Form darstellen, namlich so: 

WO ZL den Werth hat: 

7. = = -1- [(c - /•) + (c - n + (<:^ - D + ••••] , 

= I [(2C-TF,.)+(2C~TF,';) + (2C-Tr^)+-...]. 

Hierdurch ist alsdann 0^ dargestellt als das Potential eiuer 
auf a ausgebreiteten Dappelielegung vom Momente E . 

Endlich konnen wir 0a noch in einer dritten Form dar- 
stelleU; namlich so: 

8. 0a=/r«Pd<T, 

wo P den Werth hat: 



, p__ j_S(Tr,,+ Tr;:+Trj: +....) 



ta dv 



} 



wo wiederum v die innere Normale von bezeichnet. Hier- 
durch ist alsdann O^ dargestellt als das Potential einer auf 
ausgebreiteten dnfachen Belegung von der Dichtigkeit P. 
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Bemerkung. — SoUte etwa zufalliger Weise die natur- 
liche BeUgung von bekannt seiii; so wiirde man die Const. 
(5.), statt durch — C, d. i. — /'t*), noch in anderer Weise 
darzustellen im Stande sein. Bezeichnet namlicb y oder y, 
die Diehtigkeit jener natUrlicheu Belegung im Puncte s^ und 
da ein bei s liegendes Flaehenelement, so ergiebt sich durch 
Multiplication^ der Formel (1.) mit ygda und Integration: 

f^asVsda ^'ff.y.da + (Const,) fy^da . 

Nach dem erweiterten Gauss'schen Satz (Seite 98) ist aber 
J^a!ty$do gleich einer gewissen Coiist^nten f, multiplicirt 
mit der Gesammtmasse des Potentials 0^, also = 0; wahrend 
andrerseiis Jy^dc = 1 ist. Somit folgt: 

=Jf^y^d(S -f Const. , 
d. i. 

Const. = — Jfsysda . jo. 

Ist also die uatiirliche Belegung der Flache a heJcannt, so 
kann man die in (1.) erwahnte Const, nach Belieben durch 
(5.) oder durch (10.) ausdriicken. — Uebrigens ergiebt sich 
durch Combination der beiden Formeln (5.) und (10.) ein 
Satz, welcher (ganz abgesehen von dem gegenwartigen Problem) 
yen einigem Interesse sein dUrfte, und folgendermassen lautet: 
Denkt man sich auf einer geschlossenen Flache a (die 
eweiten Ranges undheine zweisternige ist) irgendwelche Function 
f amgebreitet, die daselbst iiherall stetig ist, und denkt man 
sich ferner, von f aus, die aufeinanderfolgenden Functionen 

f f" f" fin) 

in iolcher Weise gehildet, wie in (2.) angegebeiiy so tvird die ^i- 
Function Z'^*^ eine Constante sein, Und zwar wird der 
Werth dieser Constanten ausdrilchhar sein durch das Integral: 

wo y die Diehtigkeit der natHrlichen Belegung von be- 
zeichnet. Nun ergeben sich aber offenbar die Functionen (11.) 
auch dann, wenn man, statt von den f, von den f oder von 
den f u. s. w. ausgeht. Somit folgt: 

^ /•<"' =ff,Y,d<f =ff:y.d0 =ff;'y,d0 , 

wo uberall y die schon genannte Bedeidung hat. 



12. 
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Ueber das innere Problem. — Ebenso wie das vorher- 
gehende Problem dem Theorem (A,^^) sich anscbliesst, in 
ahnlicher Weise lasst das gegenwartige dem Theorem {J."^') 
sich anlehnen. Dieses lautet [vgl. Seite 105]: 

Sollen die Massen eines Potentials Q,- auf oder ausser- 
*^ halb a liegen, und sollen femer die Q,-, irgend wehhe vor- 
geschriehenen Werthe fg hesitzen: 

so sind hierdurch sammtUchC' Werthe % eindeutig bestimmt. 

Das sogenannte innere Problem besteht nun in der toirk' 
lichen Berechnung des Potentials Q,- . Und diese Berechnung 
sind wir vermittelst der im Vorhergehenden exponirten Methode 
in der That auszufOhren im Stande^ falls die gegebene Flache 
a zweiten Ranges und heine zweistemige ist^ und falls ausser- 
dem die vorgeschriebenen Werthe /* auf <T uberall stetig sind. Jene 

Methode zur Losung des innem Problems ist folgende*): 
Man bilde, von den vorgeschriebenen Werthen /* ausgehend, 
wiederum die in (2.) genannten Functionen W^^\ /*^*^, sowie 
auch die in (3.) erwahnte Constaute C, Alsdann hat das ge- 
suchte Potential Q; folgenden Werth: 

Wir konnen, falls es uns beliebt, diesen Werth noch in 
anderer Form darstellen, namlich so : 

16. Q,= C+/H(rf<y)o 

oder (was auf dasselbe hinauskommt) auch so: 



17. 



18. 



^••=/fe + ")(''*>' 



wo (d6)i die schon bei (2.) erwahnte Bedeutung hat, und 
H den Werth besitzt: 

H = ^ [(/• - D -+ (r' - n + if" -n + ] , 



*) Man bemerkt sofort, dass das gegenwartige Q,. zu unserm friShem 
V^ in der Beziehung etebt: 
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Hierdurch ist alsdann Q, dargestellt als das Potential einer 

Q 

auf<y dM^gthreii^iQH Doppelbelegung , deren Moment = 2-1 + H . 

Endlich konnen wir das Potential Q, (15.) noch in einer 
dritten Form darstellen, namlich so: 

Qi=.C+fT<Pd0, 

wo P den Werth besitzt: 

^~ © dv ' 

unter v wiederum die innere Normale von 6 verstanden. 
Hierdurch ist alsdann Q,-; abgesehen von der Constan,ten C> 
dargestellt als das Potential einer auf ausgebreiteten ein- 
fcbchM Belegung von der Dichtigkeit P. 

§ 14.- 

Anwendimgen der Hethode des aritlimetisclien Hittels. 

Elektrostatisclie Aufgaben. 

Bei den nachfolgenden Untersuchungen wollen wir an- 
nehmen, die gegebene geschlossene FlSU^he (die Oberflache 
des zu betrachtenden Conductors) sei eweiten Ranges und 
Jceine ssweistemige. Denn andernfalls wurde unsere Methode 
des arithmetischen Mittels nicht brauchbar^ oder wenigstens 
ihre Brauchbarkeit nicht erwiesen sein. 

Erate Aufgabe : Es soU die VertheUung der Elektricitats- 
menge Bins auf einem isoKrten Conductor hestimmt werden, 
falls kBine ausseren Krdfte einunrJcen. 

Mit anderen Worten: Es soil die sogenannte natUrliche 
Belegung des Conductors ermittelt werden, 

Wir bezeichnen, ebenso wie friiher, die Dichtigkeit der 
naturlichen Belegung mit y, ihr Potential mit TT, und den 
coustanten Werth von TT im Innern des Conductors mit f. 
Auch bedienen wir uns der Bezeichnungen 91, a, a, 3» *> J 
und Sj in dem friiher (Seite 31) festgesetzten Sinn. 

Offenbar gelten fur das unbekannte Potential TT die Be- 
dingungen: 

Neumann, Potential. 14 



19. 



20. 
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8. 



6. 



( (Gefiammtmasse von TT) = 1 , 



wo r eine noch unbekaniite Constante ist. Trotz dieser 
mangelnden Kenntniss von f sind die Werthe TTa durch jene 
beiden Bedingungen voUstdndig hestimmt [zufolge des Theo- 
rems (J..^^^) Seite 38]. Durch Bestimmung der TTa ist f aber 
mitbestimmt; und wir konnen daher sagen, dass durch jene 
beiden Bedingungen (3.) sowohl die TTa ols avjch V eindeutig 
hestimmt seien. 

Wir wollen nun TT wirklich zu herechnen versuchen , mit 
Hulfe unserer Methode des arithmetischen Mittels; wobei 
allerdings zu bemerken, dass wir vermittelst jener Methode 
immer nur Potentiale von Doj)pelhelegungenj also nur solche 
Potentiale ermitteln konnen, deren Gesammtmasse =0 ist; 
wahrend fur TT die Gesammtmasse den Werth 1 hat [nach (3.)]. 

Um diesem Uebelstande abzuhelfen, ffihren wir statt TT 
die Differenz ein: 

WO q irgend einen festen Punct innerhalb des Conductors 
vorstellen soil*). Dieses Ua ist alsdann das Gesammtpotential 
der mit ( — 1) multiplicirteu naturlichen Belegung und eines 
in q gedachten Massenpunctes (+ 1); und entspricht daher 
den beiden Bedingungen: 

(Gesammtmasse von J7a ) = , 

Uo = n- r, 

WO r eine unbekannte Constante vorstellt. Trotz dieser 
mangelnden Kenntniss von f sind die Werthe Ua durch die 
Bedingungen (5.) eindeutig hestimmt [zufolge des Theorems 
(A.^^^)^ Seite 38]. Denn wir konnen jenes Theorem mit 
Bezug atif die hier vorliegenden Verljaltnisse folgendermassen 
aussprechen : 



I 



•) Der Ausdnick TJ reprasentirt das Potential einer in q concen- 
trirten lyiasse Mns, Doch k5nnen wir ebensogut diese Masse JiJins 
im Innern der Fl^che a beliebig vertheilen, oder auf der Plache selber 
nach einem beliebigen Gesetz ausbreiten. Stets wird das Potential P^ 
dieser Massen dieselben Dienste zu leisten im Stande sein , wie T^ . In 
der That kann man in den folgendeu Betrachtungen durchweg jenes 
specielle Potential T^ durch dieses allgemeinere Potential P^ ersetzen. 
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Sollen die Massen eines Potentials U theils auf, theils* 
innerhalb a liegen, und die gegehene Summe Null he- 
sitzen, und sollen femer die Ua von den vorgeschriebenen e. 
Werthen Ta nur durch eine unbekannte additive Constante 
di/feriren, so sind hierdurch die Ua eindeutig bestimmt. 

Gelingt es uns also, ein Potential Ua zu ermitteln, wel- 
ches den Bediiigungen (6.) geniigt, so werden wir sicher sein, 
das richtige zu haben. Ein jenen Bedingungen genugendes 
Potential Ua kann nun aber in der That gefunden werden, 
niit Hiilfe der Methode des arithmetischen Mittels. 

Setzen wir namlich: 

fa = -^<y 7 '^' 

und bilden wir nun, von diesen vorgeschriebenen f ausgehend) 
in bekannter Weise die sich anlehnenden Functionen: 

w, r, 

W, f", 

W'\ f", 



• • • • 



8. 
9. 



10. 
11. 



so werden die Bedingungen (5.), (6.) erfullt durch folgende 
Werthe : 

Ua= -Wa- Wa - Wa' - Wa" in inf. , 

r = /X»). [vgl. Seite 206] . 
Hieraus aber ergiebt sich mit Riicksicht auf (4.) : 

Ha = n ^Wa+ Wa + WJ' + Wa"' + • • - • in inf. , 

r = /•(«) 5 

und schliesslich : 

-r2^y=-|n_, Oder: +2^y = U-, ^^ 

wo N die aussere, und v die innere Normale vorstelli 

Diese Formeln (10.), (Il.)> (12.) liefem sammtliche Grossen 
TT, r, y, um deren Berechnung es sich handelte. 

Bemerkung. — Man kann mit Hiilfe der vorstehenden 
Formeln sehr leicht die Dichtigkeiten derjenigen Belegungen 

angeben, welche resp. die Potentiale TTo , Ua und Ta hervor- 

14* 



13. 



14. 



15. 
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•rufen. Zunachst folgt aus (12.) durch Substitution des Werthes 
von n(lO.): 

so dass man also die Formel TTa =jTayd6 folgendermassen 
schreiben kann*): 

J. _ I frp d(T^+W+W'+W"+ W" + ....) , 

Was ferner das Potential Ua (8.) betriflft, so kann man das- 
selbe nach den bei der Methode des arithmetischen Mittels 
entwickelten allgemeinen Satzen [vgl. (8.), (9.) Seite 206] 
auch so darstellen: 

u.^- IJt. -^.^g-+ ^Z+Jl ± ^-^--U c. 

Endlich folgt durch Addition von (14.), (15.) und mit Riick- 
sicht auf (4.): 

rpq J_ /V d{ T^-W + W'- W" + W" - + '••■) 7^ 
Demgemdss reprasentirt also 

die Diclitigheit derjenigen Belegung, welche in Beziig auf alle 
dusseren Puncte dquipotential ist mit einer in q cancentrirt 
gedachten Masse Eins. — Die analytischen Ausdrucke der 
Dichtigkeiten y und g [(13.) und (17.)] zeigen eine merk- 
wtirdige Aehnlichkeit. 

Zweite Aufgabe: Es soil die Vertheilung der Elehtridtdts- 
18. menge Null auf einem isolirten Conductor berechnet werden, 
falls von Aussen her unverdnderliche Krdfte einunrken, der en 
Potential F gegeben ist. 

Bei Behandlung dieser Aufgabe werden wir die in der 
vorhergehenden Aufgabe bereits berechneten Werthe von 
17, r, y als hekannt voraussetzen diirfen. 



16. 



*) Ob man in (13.) und (14.) iinter W^ TF', . . . die dusseren Grenz- 
werthe W^^ , TT^, > • • • oder die inneren Grenzwerthe W.^ , W^^ , . . . . 
verstehen will, ist ganz gleichgultig, zufolge des Satzes (48.^), S. 140. 
Gleiches ist zu bemerken hinsichtlich der Formeln (15.) iind (16.) 



I 



• • • • 



so werden die Bedingungen (13.) erftillt darch die Werthe: 
K == — /•(•); [vgl. Seite 206]; 



19. 
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Bezeiohnen wir die Paiicte ausserhdlb, auf und innerhalb 
des Conductors respective mit a, 6 und i, so muss das 
Potential Q der gesuchten Belegung den Bedingungen ent- 
sprechen : 

q^ + jf; = k, 

wo K eine unbekannte Constante vorstellt. Um K zu er- 
mitteln, multipliciren wir die letzte Gleichung miiyad0 und 
integriren. In der so entstehenden Formel: 

f%yad(S + jFoYada = Kfyada 

ist das erste Integral gleich der mit f multiplicirten Gesammt- 
masse des Potentials Q; also == [vgl. den erweiterten Gauss - 
schen Satz, Seite 98]; ausserdem ist fy^ do = 1. Somit folgt: 

K^-fFayada,' 20. 

womit K berechnet ist. 

Was nun ferner Q betriflFfc, so ist [zufolge des Theorems 
( J..^*^ , Seite 38] Qa eindeutig bestimmt durch die beiden Be- 
dingungen : 

(Gesammtmasse von Q) == 0, 21 

Qa = — Fa + K. 

Gelingt es uns also, ein diesen beiden Bedingungen ge- 
niigendes Potential Qa zu ermitteln, so sind wir sicher, das 
richtige zu haben. Ein solches den Bedingungen (21.) ent- 
sprechendes Qa sind wir nun aber in der That zu ermitteln 
im Stande , mit Hiilfe unserer allgemeinen Methode des arith- 
metischen Mittels. 

Setzen wir namlich: 

fa = — Fo , 
und bilden wir, von diesen Werthen /"ausgehend, die sich 
anschliessenden Functionen: 

w, r, 

W, f", 



22. 



25. 
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wodurch K zum zweiten Mai bestimmt ist; denn eine erste Be- 
stimmung haben wir schon in (20.) erhalten. 

Gleichzeitig mit Qa ui^d K ergiebt sich auch die Dichtig- 
Jceit 8 der gesachten Belegung. Diese namlich ist: 

23. * = - _ -l—ITL^. J^ X ^ ^ [vgl. S. 206], 

WO V die innere Normale von bezeichnet*). 

Dritte Aufgabe: Es soil die Vertheihtng einer gegebenen 

24. Elektricitdtsmenge M auf einem isolirten Conductor ermiUeU 

werdm, falls von Aussen her unverdnderliche Krdfte einmrlcen, 
deren Potential F geget^^ ist. 

Bei Behandlung dieser Aufgabe werden wir die in den 
beiden vorhergebenden Aufgaben bereits berechneten Werthe 
von TT, r, y und Q, K^ d als bekannt voraussetzen diirfen. 

Das Potential U der gesuchten Belegung hat fur alle 
Puncte i,'0 den Gleichungen zu entsprechen: 

Ui + ^i = Const., 
Ua + F^ = Const.', 

so dass sich also fiir U die Bedingungen ergeben : 

i (Gesamm trapse von U) = M , 

< Ua = — Fa + Const. 

Durch diese beiden Bedingungen ist Ua eindeutig bestimmt, 
zufolge des bekannten Theorems {A.^'^). 

Diesen Bedingungen (26.) wird aber geniigt, sobald 
man setzt: 

27. Ua^Qa+tATJaj 

wie sich solches sofort ergiebt, falls man nur beachtet, dass 
Q und TT die Eigenschaften besitzen [vgl. (21.) und (3.)]: 

( (Gesammtmasse von Q) = 0, i (Gesammtmasse von TT) = 1 , 

Nachdem Ua gefunden ist, kann man nun leicht auch die 
Dichtigheit der in Rede stehenden Belegung ermitteln. 

Vierte Aufgabe: Es soil die elektriscJie Vertheilung auf 
einem zur Erde dbgeleiteten Condu^or ermittelt werden, falls 

*) In Betreff der Formel (23.) ist dieselbe Bemerkung zu wieder- 
holen, wie in der Note auf Seite 212. 



26. 



28. 



30. 
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auf denselben von Aussen her unverdnderliche Krdfte ein- 
wirken, deren Potential F gegeben ist. 

Bei Behandlung dieser Aufgabe konnen wir wiederum 
die in den beiden ersten Aufgaben bereits berechneten Werthe 
von TT, r, y und Q, K, ff als hekannt voraussetzen. 

Das Potential V der gesuchten elektrischen Belegung 
muss fiir alle Puncte i, 6 den Gleichungen entsprechen: 

so dass sich fiir V die Bedingung ergiebt: 

F(y = — Fa . 31. 

Durch diese Bedingung ist Va, ausser im singularen Fall*), 
eindeutig bestimmt [zufolge des Theorems (J..''**), Seite 101]. 
Dieser Bedingung (31.) wird aber entsproehen, wenn 
man setzt: 

' Y =,Q -!i- TT • 32 

wie ein Blick auf die Formeln (28.) augenblicklich erkennen 
lasst. — U. s. w. 

§ 15. 

Weitere Anwendungen der Methode des arithmetischen Hittels. 

Elektrodynamische Aufgaben. **) 

Wir woUen nach wie vor annehmen , dass die geschlossene 
Flache zweiten Ranges und heine zweisternige sei. Zugleich sa. 
woUen wir ihre innere oder positive Normale mit v, ihre 
aussere Normale mit N bezeichnen. Aueh die ubrigen Be- 
zeichnungen 21, a, a\ 3, i, J und s, a mogen in genau dem- 
selben Sinn wie friiher uns dienen (Seite 31). Solches voran- 
geschickt, gehen wir iiber zu einer neuen Classe von Auf- 
gaben. 

Erste Aufgabe. — Auf ist sine ein f ache Belegung 
von der Gesammtmasse ausgebreitet. Gesucht wird ehie auf 

*) Selbstverstaiidlich kommt diese Restriction nur danu zur Geltung, 
wenn es sich um die analpgen Betrachtungen in der Ehene handelt. 

**) In der That wird man leicht erkennen, dass die Aufgaben, 
welche wir in diesem § behandeln werden, in uumittelbarer Beziehung 
stehen zu gewissen Problemen der Elektrodynamik, Vgl. iibrigens die 
nachstfolgende Note. 



34. 
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ausgebreitete Doppelhelegung, die mit jener in Bezug auf 
alle Pimcte a aquipotential isL 

1st V das Potential der gegebenen einfachen Beleguug^ 
so kounen wir mit Hiilfe der Methode des arithmetischen 
Mittels eiue Doppelbelegung finden, dereu Potential W der 
Bediugung entspricht: 

Was = F, + Const. 

Solches ausgefiihrt gedacht, haben die Potentiale Wa und Va 
dnerlei Gesammtmasse (namlich die Gesammtmasse 0)^ und 
bis auf eine additive Constante auch einerlei Werthe an der 
iiussern Seite von 6. Hieraus aber folgt, dass jene Potentiale 
fiir alle Puncte a identisch sind [nach dem Theorem (A.^^, 
Seite 38]. 

Die von uns durch die Methode des arithmetischen Mittels 
bestimmte Doppelbelegung, deren Potential W genannt wurde, 
ist also die gesuchte. 

Zweite Aufgabe. — Auf oder ausserhalb a sollen 
35. irgend ivelche Massen ausgebreitet werden, deren Fotential U 
auf der inn em Seite von a der Bedingung entspricht: 

dU_f 
dv ~' ' 

wo die f vorgeschriebene Werthe be^ekhnen*). 

Soil diese Aufgabe liberhaupt losbar sein, so miissen die 
gegebenen Werthe f der Voraussetzung entsprechen: 

ffda = ; 

wie solches aus einem der Green'sclien Satze [(41. a), S. 19] 
augenblicklich folgt. 

Denken wir uns auf eine einfache Belegung von der 

f 
Dichtigkeit -^ , und gleichzeitig eine DoppelhoiQ^ug von 

noch unbestimmtem Moment ^ ausgebreitet , und bezeichnen 
wir die Potentiale dieser Belegungen respective mit V und 
Wf so ist nach bekannten Satzen: 



36. 



*) Wir konnen. ofFenbar diese Aufgabe (35.) auch so aussprechen: 
Es soil die Yertheilung des elektrischen Stromes in einem bomogenen 
Conductor bestimmt werden, falls die Einstr&mungen an der Oberfl&che 
des Conductors ailenthaiben gegebeu sind. 
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dv 

dv 




— 


/•, 












'dW 
dv 


"T* aN "" 


Q 




[vgl. (48. i), 8. 


140] ; 


und 


folglich : 




-F) 


, a(H/- 


V) 




r. 





*) D. h. das Doch disponible Moment ft'dieser Doppelbelegung. 
"^ Blicken wir nochmals zuriick auf die eben bewerkstelligte Ld- 
sung, so besteht unsere Methode im Wesentlichen in der Reduction 
der gegebenen Aufgabe auf eine gewisse andere Aufgabe, welche 
letztere so lautet: Es soil auf der gegebenen Fldche a eine Doppel- 
helegtmg ausgebreitet werden , welche mit einer daaelbst bereits vorhande- 
nen einfadien Belegung fiir dlle dusseren Pimcte dquipotentidl ist — 
Das Verdienst, auf diese Reduction zuerst aufmerksam gemacht zu 
haben, ist Hdmholtz zuzuschreiben. Vgl. den schon friiher citirten 
Aufsatz in PoggendorfiTs Annalen, 5d. 89, Seite 230. 



37. 



38. 



dv ' aN 

Nun ist aber nach (36.) die Gesammtmasse der einfachen Be- 
legung gleich 0; folglich konnen wir, nach der bei (34.) ex- 
ponirten Methode , die noch disponible Doppelhelegmig*) so 
bestimmen, dass die Potentiale beider Belegungen V und W 
fiir alle Puncte a identisch sind.' 

Solches ausgefiihrt gedacht, ist oflfenbar ^jT — - = ; 

so dass die Formel (37.) libergeht in: 

dv ~'' 

Folglich ist das gesuchte Potential 17 = TT — F, mithin die 
Aufgabe gelost**). 

Dritte Aufgabe. — Auf ist eine einfache Belegung 
von heliebiger Gesammtmasse ausgebreitet. Gesu^cht wird eine 39. 
auf ausgehreitete Doppelbelegung^ die mit jener in Bezug 
auf alle Puncte i dquipotentidl ist. 

Ist V das Potential der einfachen Belegung, so k5nnen 
wir nach der Methode des arithmetischen Mittels eine Doppel- 
belegung finden, deren Potential W der Bedingung entspricht: 

Solches ausgefiihrt gedacht, haben die Potentiale Wi und F,- 
einerlei Werthe auf der innern Seite von a; woraus folgt, 
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dass jene Potentiale fiir alle Puncte i ynter einander identisch 
sind [Theorem (e7".«**); SeiteU05J. U. s. w. 

Vierte Aufgabe. — Auf oder innerhalb sollen irgend 
^^' welcJie Massen ausgebreUet werden, dcren Potential U auf der 
dussern Seite von 6 der Bedingung entspricht: 

m 

dU _. 

wo die f vorgeschriebene Werthe bezeichnen. 

Eine besondere Bedingung , wie friiher in (36.), in Be- 
treflf der Werthe f hinzuzuftigen, ist hier kein Grund vor- 
handen. 

Denken wir uns auf 6 eine einfache Belegung von der 

Dichtigkeit -^— , und gleichzeitig eine Do^^pe^belegung von 

noch unbestimmtem Moment \il- ausgebreitet, und bezeichnen 
wir die Potentiale dieser Belegungen respective mit V und 
Wj so ist: 

dv ■ dv._ f 

av "r" aN "" * ^ 

^ + W = ^ 5 tvgl. (48. d), S. 140] ; 

und folglich: 

dv •" aN "'• 

Nun konnen wir, nach der in (39.) angegebenen Methode, 
die noch disponible Doppelbelegung der Art bestimmen, dass 
ihr Potential W fiir alle Puncte i identisch wird mit V. 

Solches ausgefiihrt gedacht, ist alsdann — — o— — - = ; 
so dass die Formel (41.) Ubergeht in: 

a(Tr- v ) _^ 
aN ~^ ' 

Folglich ist das gesuchte Potential U = W -' V. 

§ 16. 
Die analogen Probleme in der Ebene. 

Mit Bezug auf eine in der Ebene gegebene geschlossene 
Curve (S konnen wir oflfenbar vier Probleme aussprecheu, 
welche den im vorhergehenden § behandelten analog, und, 



41. 



42. 



43. 
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ebenso wie jene, vollstandig bestimmt sind. Zur Losung dieser 
Probleme konnen, wie leicht zu libersehen, genau dieselben 
MethodeH; und auch genau dieselben Formeln, wie im vor- 
hergehenden § benutzt werden. Nur ist natiirlich darauf zu 
achten^ dass die Grossen 

■m, T', (d<T). = ^dff 

in der Ebene andere Bedeutungen habeu, als im Baume] 
wie solches aus unseren friiheren Festsetzungen (Seite 16) 
sofort ersichtlich. 

Unter den analogen Aufgaben der Ebene mag insbe- 
sondere eine erwahnt werden, welche eine gewisse physi- 
kalische Bedeutung besitzt und folgendermassen lautet: 

Auf oder ausserhalb einer geschlossenen Curve soUen 

irgmd welche Massen ausgebreitet werdai, deren Logarith- 4i. 

miscJies Potential U auf der inn em Seite von 6 der Be- 

dingung entspricht: 

lE — f 
dv ~f^ 

wo die f vorgeschriebene Werthe bezeichnen^ und v die 
innere Normdle von 6 vorstellt. 

In der That erkennt man sofort; dass diese Aufgabe in 
unmittelbarer Beziehung steht zu einem bekannten Probleme 
der EleJctrodynamik*). Zugleich aber erkennt man ^ dass diese 
Aufgabe genau in derselben Weise behandelt werden kann 
wie die Aufgabe (35.). 

*) Dieses Problem besteht in der Bestimmung der VertheiluDg des 
elektrischen Stromes in einer von g begrenzten leitenden ebenen Flache, 
falls die beiden Stelleu^ an denen der Strom in die Fl&che ein- und 
austritt, beUebig gegeben sind. 
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TJeber die yon Beer angegebenen approximatiyen 

Methoden. 

Als Einleitung in dieses Capitel mag es gestattet sein, 
den kurzen aber wichtigen Aufsatz, welcben Beer im Jahre 
1856 veroffentlicht hat*), mit unbedeutenden Modificationen **) 
von Neaem zu reproduciren. In demselben heisst es: 

„Eins der wichtigsten Probleme in der Statik der Elek- 
,,tricitat und des Magnetismus besteht darin , die Vertheilung 
„auf oder in einem Korper zu finden, der keine Coercitiv- 
„krafte hat und unveranderlichen inducirenden Kraften unter- 
„worfen ist; auf dasselbe lasst sich die Bestimmung der Ver- 
„theilung bei einem Systeme zuriickfiihren , das aus iudu- 
„cirenden und inducirten Korpern beliebig zusammengesetzt 
„ist. Ich babe mich bisher vergeblich nach einer allgemeiuen 
„und directen Methode, jene Aufgabe zu losen, umgesehen^ 
„und theile daher hier eine solche mit, auf die ich durch das' 
,;Princip der elektrischen und magnetischen Bilder hingefiihrt 
„wurde, mittelst dessen Thomson auf ausserst elegante Weise 
„die elektrischen Verhaltnisse zweier Kugeln, sowie die 
„magnetische Vertheilung in einer unbegrenzten ebenen Platte 
„behandelt hat. Ich betrachte zuuachst die eleMriscJie In- 
„duction." 



*) N^mlich in Poggendorff s Annalen, Bd. 98 , Seite 137, unter dem 
Titel : Allgemeine Methode zur Bestimmung der elektrischen und magne- 
tischen Indtiction. 

**) Ich lasse diese Modificationen, welche sich namentlich auf die 
in den Formehi angewendeten Buchstaben beziehen, nur eintreten, 
um eine bessere Uebereinstimmnng mit den iibrigen Theilen des vor- 
liegenden Werkes hervorzubringen , und durch diese Uebereinstimmung 
unndthigen Schwierigkeiten vorzubeugen. 
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„Es sei also a eine leitende Flache; eine solche verhalt 
„sich wie die Oberflache eines Conductors, wenn die indu- 
„cirenden Massen ausserhalb des letztern liegen, und sie 
;,Yerhalt sich, wenn sie abgeleitet wird, wie die Flache einer 
„Hohlung, welche inducirende Massen einschliesst. Das 
,, Potential des inducirenden Idioelektricums sei F. Die von 
,,irgend einem PuDcte ausgehenden Leitstrahlen mogen mit 
„r bezeichnet werden. Ferner sei v die innere, und N die 
yjdussere Normale der Flache (T." 

„Wenn nun erstUch der idioelektrische Korper ausserhalb 
„der Flache 6 liegt, so findet nach einem bekannten Green- 
^;Schen Satz fiir jeden Punct des von 6 umschlossenen Raumes 
die Formel statt: 



» 



4nJ dv r ^ ' 



„wo JP' den Werth hat: 



' 4«^ dv 






„Die Function F' ist oflfenbar selbst wiederum eine Potential- 
„ function, und der Ausdruck A 2^' verschwindet alien thalben 
„im Innem von 6, Dabei leuchtet ein, dass F' — welches 
,,innerhalb zwischen dem grossten und kleinsten Werthe 
;, liegt, den die Function F auf der Flache 6 selbst an- 
„nimmt*) — im AUgemeinen gleichformiger als F verlauft"**). 
„Wenden wir auf F' den Satz (1.) an, so kommt: 



jP' 1 i dF' da I jjiff 

~ 4wJ dv "T •" ' 



*) Diese von Beer hier ohne Beweis aufgestellte Behauptung ist 
nicht allgemein rich tig. In der That ist es leicht, bestimmte Beispiele 
anzugeben^ in denen sie tmrichtig ist. Beer hat wahrscheinlich still- 
schweigend die Voraussetzung gemacht, dass der in der letzten Formel 

r 
nnter dem Integralzeichen enthaltene Ansdruck -^ — fur alle Elemente 

da einerlei Vorzeichen habe, — was offenbar im AUgemeinen nicht der 
Fall ist. 

**) Die Hinfailigkeit der vorhergehenden Behauptung ubertragt 
sich auf diese Behauptung der grCssem Gleichformigkeit. 



1. 



2. 



4. 



5. 



6. 



7. 
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wo 



n 



F' 



= + ^J^%7^<'-^ 



^und die Function F'' zeigt innerhalb 6 eine geringere Ver- 
„anderlichkeit als F'." 

^Die Fortsetzung der bisher vorgenommenen Operatiouen 
^^und die Combination der allmahlig zum Yoi^chein kommen- 
„den Gleichungen liefert: 

^^Wenn die Anzahl der Operationen, d. i. die Zahl n wUchsl;, 
„so nahert sich der letzte Ausdruck rechter Hand F^*^ einer 
yyconstanten Grosse K, and somit ergiebt sich folgende be- 
.,raerkenswerthe Entwicklung der Pot^ntialfunction : 

F=K-' — ra(J^+ F''+ ¥" + . ■ • in inf ) d«r 



;,wo man hat: 






K = F(* ) . " 

„Ohne Weiteres ergiebt sich aus Obigem fur die Dichtig- 
„keit H derjenigen particularen Ladung des Conductors, bei 
,,welcher im Innern des Conductors das Potential den Werth 
y,K hut: 

in inf.] 



H = 4- J- d(F+F- + F" + --. 
' in dv 



„Und eben diese Ladung erzeugt in einem ausserhalb des 
„Leiters gelegenen Puncte das Potential: 



U 



= +J'^. " 



„Wenn nun zweitens die inducirenden Massen innerhalb 
„der Flache 6 liegen, so findet man fGr die ausserhalb gelege- 
;,nen Puncte mittelst eines 6rreew'schen Satzes die Gleichung: 



„wo 
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jr L rd iF+F' + F" + ■■■ - F^"-") do , „,„ 

^ ~ in J "aN r ' > 






^Im Gegensatz zu dem vorhin behandelten Falle nahert sich 
„hier das F^^^ mit wachsendem n der Grenze Null. Es er- 
„giebt sich also hier, wie dies auch zu erwarten war, nur 
,,eine eiuzige Losung, namlfich: 

jp 1_ fd{F+ F' + F" -{ in ini.) da 

^ ~ 4:nJ aN r 

„Fur die Dichtigkeit H der Elektricitat, die auf der Flache 
y,6 inducirt wird, wenn letztere abgeleitet wird oder als Be- 
,,grenzung einer Hohlung anzusehen ist, findet man ferner: 

1 d{F+F'+F" -\ ) 



H-= + 



An aN 



„Uiid das Potential der inducirten Elektrieitat fQr den ganzen 
,,ausserhalb a befindlichen Raum ist = — F,'^ 

„Zur Verification der obigen Resultate eignet sich vor- 
^yZiiglich ein sphdrischer Conductor. Bei einem solchen lasst 
,,sich F stets nach den Laplace^schen Kugelfunctionen ent- 
^wickeln, und kann man mit HUlfe der fur diese bestehenden 
,,Theoreme die ^ammtlichen Integrationen leicht ausfiihren." 

,, Eine besonders nahe liegende Anwendung findet die 
,,gelieferte Entwicklung der Potentialfunction bei der Frage 
„nach der Anordnung der Elektrieitat auf einem Systeme von 
„geladenen Conductoren. So ergiebt sich z. B. Folgendes 
,,fur einen einzigen isolirten Conductor: Man denke sich die 
„Oberflache desselben gleichformig mit positiver Elektrieitat 
„von der Dichtigkeit Fins belegt. Das aus dieser Belegung 
,,entspringende Potential sei g. Alsdann druckt sich die 
„ Dichtigkeit i] der Ladung, welche allenthalben im Innern 
,,des Leiters das Potential 31 erzeugt, wie folgt aus: 



8. 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



224 Sechates Capitel. 

„Hier bedeuten ^\ 5", 5'", .... und S diejenigen Grossen, 
„welche zu dem gegebenen Potential ^ genau in derselben 
„Beziehung stehen, wie in (5.) F\ JF", J?"" .... und K 
„zum Potential JF." 

„In Betreflf der magnetischen Induction begnugen wir 
^;Uns hier mit der Mittheilung des Resultates^ welches sich 
„in dem Falle ergiebt, wo der inducirte K5rper nicht 
;;krystallinisch ist; und der inducirende Korper ganz ausser- 
^^halb des inducirten liegt." 

^,Es sei wiederum F das inducirende Potential, die 
;; Oberflache des inducirten Eorpers. Die Inductionsconstante, 
„solche in dem Sinne genommen, wie sie Green in seinem 
fy Essay nimmt^ werde durch g bezeichnet. Zunachst findet 
;^man dann^ dass AUes sich genau so verhalt, als ob das 
^^einzelne Element des inducirten Korpers fiir sich genommen, 
;;lediglich dem folgenden Potentiale ausgesetzt ware: 

^ [xF+ K^F' + x^F" H ] , 

„wo X, F\ F'\ ... die Bedeutungen haben*): 



X = 



^+-f 






*) An einer andern Stella, niimlich in seiner ^J^nZettutu^ in die 
Elektrostatik f die Lehre vam Magnetismus und die Elektrodynamik^^ 
(Braunschweig 1865, Seite 169) bemerkt Beer, dass die t)onstante % 
zur Poisson'schen Magnetisirungsconstante k in der Beziehuug 8t2.nde: 

8A; 



X = 



l + '>k ' 



BO dass also offenbar --.j-^ =* ^ i^t. 
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„Ferner ergiebt sich folgende einfache Darstellung der Wir- 

;,kimg des inducirten und des inducirenden Korpers. Man 

^belege die Oberflache mit magnetischem Fluidum von der 

„Dichtigkeit: %_ d(F+%F +%^F"-\ ) 

•" 4w dv ' ^^• 

,;Und bezeichne das von dieser Belegung herrilhrende Potential 
^;durch Q. Ausserhalb des inducirten Korpers herrscht als- 
;^dann das Gesammtpotential: 

F+Q. ' 16. 

;^Und der magnetische Zustand des einzebien Elementes im 
^^ inducirten Korper ist genau derselbe^ als ob das Element 
;;keinem andern Einflusse unterworfen ware, als dem des 
..Potentials: 3--2x /tp _i n\ 

;,Die drei letzten Formeln gehen natiirlich^ wenn x = 1 ge- 
^;Setzt wird, in die der statischen Elektricitat uber." 

„Wendet man die obige Methode auf den Pall einer un- 
;;begrenzten ebenen Platte an^ so stosst man sofort auf die 
„von Thomson fiir eine solche gelieferte Entwicklung." 

So weit Beer. — Meine Untersuchungen im gegenwartigen 
Capitel werden nun der Hauptsache nach in zwei Theile 
zerf alien. 

Erster Theil : Ueber die Beer'sche Methode zur Bestimmung 
der elehtrischen Induction,. — Diese Methode ist von der 
im vorhergehenden Capitel exponirten Methode des arith- ig. 
metischen Mittels wesentlich verschieden, wie sich z. B. deut- 
lich herausstellt bei Behandlung des sogenannten aussern 
und innern Problems (Seite 160). Denn wahrend man ver- 
mittelst der Beer'schen Methode nur das eine Problem auf 
das andere zu reditciren vermag, gelangt man, wie friiher 
gezeigt wurde, durch die Methode des arithmetischen Mittels 
zur mrJclichen Losung der beiden Probleme*), — Vor alien 
Dingen ist nun aber die Unsicherheit der Beer'schen Argu- 
mentationen zu urgiren**), und zu untersuchen , ob (trotz dieser 
Unsicherheit) die von Beer gegebenen Entwicklungen con- 
vergent und brauchbar sind. Ich werde zeigen, dass solches 

''') Man findet die betreffeuden SSltze auf Seite 235 und 243. 
**) Vgl. die Noten auf Seite 221. 

Kcumann, Potential. 15 
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19. in der That der Pall ist, sobald die Oberflache des inducirten 
Korpers uberall convex und Jceine ^weisternige ist*). 

Zweiter Theil: Ueher die Beer'sche Methode zur Be- 
stimmung der magnetischen Induction**), — Ich werde 

20. nachweisen, dass die Convergenz und Giiltigkeit dieser Me- 
• thode keinem Zweifel unterliegt, sobald die Oberflache des 

inducirten Korpers den eben genannten Bedingungen (19.) 
entspricht; welchen Werth die Magnetisirungsconstante***) des 
Kprpers auch immer haben mag. Sodann aber werde ich weiter 
zeigen, dass diese Methode auf jede heliebige Flache anwendbar 
ist; falls nur jene Magnetisirungsconstante einen gewissen, 
durch die Natur der Flache bedingten Eleinheitsgrad nicht 
uberschreitet. 

Bemerkung. — Alle Untersuchungen des gegenwartigen 
Capitels beziehen sich zunachst nur auf den Raum, sind 
aber leicht iibertragbar auf die analogen Probleme der Ebene. 

§ 1. 

Die elektrische Induction durch aussere Massen, behandelt 

nach der Methode von Beer. 

Erste Aufgabe. — Es soil die Vertheilung der Elektricitdts- 
1. menge Null auf einem isolirten Conductor bestimmt werden, 
falls von Aussen her unverdnderliche Krdfte einwirken, deren 
Potential F gegeben ist, 

Nach einem bekannten Green'schen Satz [(41. «), S. 19] 
ist der Werth des gegebenen Potentials F in irgend einem 
Puncte i darstellbar durch f): 

*) Es Bind dies dieselben Einschrankuugeu , wie bei der Methode 
des arithmetischen Mittels. Vgl. Seite 163, 164, namentiich auch die 
Note auf Seite 164. 

'**) Der Kfirze willen mag es mir gestattet sein, diesen Namen zu 
brauchen. Denn genau genommen ist die hier zu hesprechende Methode 
alle^disgs mit der Beer^Bchen nahe verwandt, aber doch nicht un- 
mittelbar identisch mit derselben. 

***) Ich verstehe untet der Magnetisirungsconstante eine Constante 
Kf welche zur Poisson^schen Constante k in der Beziehung steht 

4jr {I —k) ' 
f) Die Oberflache des Conductors mag o, ihre innere Normale v, 
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^. — w/^' I? '^'^ + ^''' 

WO J?'/, die Bedeutung hat 

Dieses F/ ist das Potential einer gewissen auf ausge- 
breiteten Doppelbelegaug; und kann offenbar in gleicher 
Weise behandelt werden, wie JF,- . Hierbei wird alsdann ein 
neues Potential F/' zu Tage treten, welches wiederum wie 
Fi behandelt werden kann. U. s. w. U. s. w. Wir ge- 
langen .daher zu folgenden Formeln : 

^* = - A/^'- 1? ^'^ + ^' ' ^' = ip(^')<' 

und finden hieraus durch Addition: 

Gleichzeitig ergeben sich , ebenfalls auf Grund eines bekannten 
Green'schen Satzes [(41. a), Seite 19], die Formeln: 



8. 



4. 



5. 






woraus folgt: 






/■ 



dv 



WoUten wir nun — mit Beer — die jedenfalls noch 
einer nahern Discussion bediirftige Annahme machen, dass 

and ihre dtissere Normale N heissen. Ferner mdgen alle Puncte des 
ganzen nnendlichen Ranmes, jeaachdem sie ausserhdlb^ auf odor iwner- 
Tkdlb 6 liegen, respective mit a, 8 oder i bezeichnet sein. Auch mag 
das Gebiet der Poncte a mit ^, das der Puncte i mit 3 benannt 
werden. Vgl. Seite 31. 

16« 



9. 



10. 
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8. die Function F}'^^ mit wachsendetn n gegen cine Constante 
K convergirt, so burden die Pormeln (5.), (7.) fur n= oo 
die Gestalt anuehmen: *' 

Fi + fTiHd6 = K, 

fHda = 0, 
wo: 

u'_ J_ ^^F+ F' + F"-\ in inf.) 

" ~ 20 dv ' 

uud hieraus wurde folgeii; doss H die Losung der gesteUten 
Aufgabe, ndmlich die DicMigkeit der gesuchten elektrischen 
VertheUung sei. 

Bemerkung. — Die Formeln (2.), (3.), . . . (7.) sind ab- 
geleitet aus den erwahuten Green'schen Satzen [(41. a, a) 
Seite 19] 9 mithin ebenso wie diese Satze als hervorgegangen 
zu betracliten aus einer ursprunglich iiber den innern Raum 
3 sich ausdehnenden Integration. Hieraus folgt, dass in all' 
n. jenen Formeln unter den JF^**) die Werthe auf der innem 
Seite von <y, d. i. die Werthe F^u zu verstehen sind. Dies 
ist allerdings gleichgultig furJ'selber, von Wichtigkeit aber 
fur die iibrigen Potentiale JFW , namlich fur jF', F'\ JP'"....; 
denn diese letzteren ruhren her von Doppelbelegungen, und 
besitzen also zu beiden Seiten der Flache 6 sehr verschiedene 

ox;t(»i) 

Werthe. — Was daneben die Ableitungen -^ — betriflft, so 

kann man fur dieselben nach Belieben die ^^* oder die 

dv 

-^— nehmen, weil beide einerlei Werthe haben*). 

dv ^ ^ 

Die Beer'sche Annahme. — Um den fortlaufenden Faden 
unserer Betrachtungen nicht zu unterbrechen, gehen wir 
sofort zu weiteren Aufgaben iiber, indem wir die Discussion 
jener noch ganz hypothetischen Beer'schen Annahme (8.) auf 
spatere Zeit verschieben. 

Zweite Aufgabe. — JE:^ wirdgesucht die sogenannte natur- 
liche Belegung des gegebenen Conductors, — d. i. die Ver- 
tJwilung einer dem Conductor mitgetJieiUen EleJctricitatsmenge 
Bins fiir den FdU, ddss keine dusseren Krdfte vorJmnden sind. 

*) Vgl. die allgemeinen Eigenschaften der Potentiale von Doppel- 
belegongen (Seite 139, 140). 



12. 



14. 
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Wir werden diese Aufgabe dadurch losen^ dass wir die 
vorhergehenden Betrachtungen und Formeln eiuer gewissen 
Specialisirung unterwerfen. All' jene Betrachtungen bleiben 
namlich giiltig, wenn wir die das gegebene- Potential, JF er- 
zeugenden (die sogenanuten inducirenden) Massen der Ober- 
flache des Conductors naher uhd naher rucken lassen^ und 
schliesslich auf dieser Flache selber nach irgend welchem Gesetz 
uns ausgebreitet denken. Bezeichnen wir die Dichtigkeit 
dieser Oberflachenbelegung mit ^^^ ihre Gesammtmasse mit 
3Ji®, und*) bezeichnen wir ferner die Werthe, welche i3. 
F, F'j F'\ . . . . H, K in diesem speciellen Pall annehmen^ 
mit den entsprechenden deutschen Buchstaben: 

g, §', g", — (g, «, 

80 folgt aas (9.) sofort: 

wo @ die Bedeutung hat: 

«; 1 a( S + S' + S" + --- in inf.) 

•^ = 2ffl Tv • "• 

Addiren wir zu den Formeln (14.) die aus der Definition von 
(5», 3Ji* (13.) entspringenden : 

so erhalten wir: 

y (6* + e)rf<j = w, 

oder, was dasselbe ist: 

fyda = l, 
wo y die Bedeutung hat: 

Aus (17.) erkennen wir sofort, dass y die Losung der ge- 
stdUen Aufgahe, namlich die Dichtigkeit der naturlichen Be- 



*) Man kann die Dichtigkeit Qf^ nach Belieben entweder als eine 
stetige Fwnction des Ortes auf der Oberflache oder als eine Con$tante 
sich vorstellen. 
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legung reprasetitirt. Doch beniht die ZuTerlassigbeit dieses 
Elesultates wiederum auf der noch zn discutirenden Beer'schen 
ADnahme (8.). 

Dritte AufgBbe. — EssoU die Vertheilung der Elektricitdts- 
19. menge M auf einem isolirfin Conductor ermittdt icerden, faUs 
von Aussen her unverdnderliche Krdfte eintcirkeny deren Potential 
F gegdfen ist. 

Addiren wir zu den Formeln (9.) die mit M multiplieirten 
Formeln (17.) hinzu, so folgt: 

woraus ersichtlich^ dass 

21. H -|- My 

die Dichtigkeit der gesuchten Vertheilung vorstellt. Von 
^keuem aber ist zu bemerken, dass die Znverlassigkeit dieses 
Resoltates aof der noch fraglichen Beer'schen Annahme beruht. 

Ueber die von Beer gemaclite hypothetisclie Annahme. 

Denken wir uns die aufeinander folgenden Funcidoneu 
gebildet: 



fO. 



t2. 



(*•? Fr^^fF'idi,),, 

etc. etc. etc. 

wo rechter Hand onter den F, F\ F'\ . . . die Werthe 
auf der tnn^nt Seite von e zu verstehcn sind [vgL (11.)]. 



S3. 



so besteht jene Beer'sche Annahme (8.) darin, dass die Function 
Fi"^ mit wachsendem n gegen eine Constante convergire. — 
Um naher hieranf einzugehen; bezeichnen wir die Werthe 
des gegebeueu Potentials F speciell a 14/* der Oberfldche des 
Conductors mit f, indem wir setzen: 

F, = f. = f, 
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und bilden sodann, von f aus^ die bekaunten Functiouen 
f, f\ . . ., indem wir setzeu: 



(«.) 


i-fnd<s)u='f. +/•;, 




(6.) 


-i-frxdoh = /•; + /•/', 




(c.) 


^Jr\d<f)i-f:'+fr, 

etc. etc. 

vgl. (2.) Seite 205. 





so 



Substituiren wir diesen Werth von i^,-, in die Gleichuug (22. b), 
so ergiebt sich mit RUcksicht auf (24. a, b): 



*) Wir verstehen fvgl. (23.)] unter den f nur diejenigen Werthe, 
welche das Potential F speciell auf a besitz*. Die Schwankung Df 
iat daber =' G — K^ yio G den grttsaten und K den kleinaten der- 
jenigen Werthe bezeichnet, welche F auf a besitzt. 

**) Wir unterdriicken den Index 8, sobald solches unbeschadet der 
Deutlichkeit mdglich ist, und schreiben also z. B. fiir /», /*,' kurzweg: 

/^, r. 



24. 



1st die Oberflache des Conductors eine Flache eweiten 
Banges und keine zwdsternigey so ist bekanntlich : 

/•(«) = Const, = C [vgl. Seite 206], 25. 

und ferner: 

abs (/^«) — C) ^ A^D/", [vgl. Seite 188], 26. 

wo k die Configurationsconstante jener Oberflache , und Df 
die Schwankung der Function f vorstellt*). 

Die Formel (22. a) kann mit Riicksicht auf (23.) auch 

geschrieben werden: ^i = -^^ \ fiA^)i * Hieraus folgt, 

wenn man i nach s riicken lasst: Fl^ = ^a I /^(^^)«« f ^^^^ ^^^ 
Riicksicht auf (24. a): JF/, = ^-i^ **). Demgemass haben wir 
die Formeln: 



27. a 



27. b 



27.0 



28. 



29. 



30. 



81. 



32. 



33. 
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Substituiren wir nun diesen Werth von JF/i in (22. c), so 
folgt mit Riicksicht auf (24. a, b^ c) : 

Tp../_ 1 /V+ir + T/^^N p... _ /-+3r+3r+r 
^» — "2S-J — 4 — <^^^^» ' ^•* 8 • 

D. s. w. U. s. w. — Wir ubersehen bereits das einfache 
Gesetz, nach welchem diese Formeln fortschreiten, und werden' 
also z. B. fiir F^^ den Werth erhalten: 

Hieraus folgt durch Subtraction der identischen Gleichung: 

c = ^[c + ^c+^^^^c + c] 

sofort 

^"'-c-^[(/"-<^+f(^'-^+-ni--(r-co-+(/-<'"-co], 

und hieraus mit Riicksicht auf (26.): 

abs(Jl:'-C) £ ^ [l+^A +^^^^r + A»]D/-, 

d. i. 

abs (i?:f? -c) < (4^^)"d/-. 

Wenn aber die inneren 6rren^werthe des Potentials 2^(*») — C 
dieser Relation Geniige leisten^ so muss nach einem bekannten 
Satz [Theorem {J,), Seite 40] Gleiches gelten von all' seinen 
inneren Werthen, also die Formel stattfinden: 

abs (Fi''^ - C) ^ {^y^f- 

Bereits zu Anfang dieser Betrachtungen [bei (25.)] haben 
wir die Voraussetzung gemacht, die gegebene Oberflache a 
sei zweiten Ranges und keine zweisternige.* Aus dieser Vor- 
aussetzung folgt; dass die Configurationsconstante A ein Uchter 

Bruch^ mithin "t" ebenfalls ein dchter Bruch ist. Und 

mit Rttcksicht hierauf folgt aus (31.), (32.), dass 2^?^ und JPi**^ 
mit wachsendem n gegen die Constante G convergiren. Also : 
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Hiermit hdben wir die RichtigJceit der Beer' sclien An- 
nahme (8.) efwiesen, undnebenhei gefunden, dass K = Cist; 

jedoch immer nur unter der Vorausseteung , dass die 

gegebene Oberflache zweiten Ranges und Jceine zweistemige set. 

§3. 

BelLandlnng des Mlier betrachteten anssern Problems mit 

Hiilfe der Beer'schen Methode. 

Sollen die Massen eines Potentials <t>a auf oder inner- 

halh 6 liegen und die Summe Null hdben, und sollen ferner 

die ^a* vow irgend welchen vorgeschriebenen Werfhen /", 34. 

nur durch eine unbestimmte additive Constante sick unter- 

scheiden: 

/ ^at '^ fs -{- Const. ] 

so sind hierdurch sdmmtliche Werfhe <l>a eindeutig bestimmt. 

Es soil sich hier nun handeln um die Losung des so- 
genannten dussem Problems (vgl. Seite 205), d. i. um die 
wirkliche Berechnung des Potentials Oo . Zu diesem 
Zwecke woUen wir zuvorderst annehmeny dass irgend ein 35. 
Potential F.ausserer Massen bekannt sei, welches auf die 
vorgeschriebenen Werthe f besitzt: 

Fs = fs=f. 36. 

Solches vorausgesetzt, bilden wir, von diesen Werthen (36.) 
aus , die aufeinander folgenden Functionen F', F'\ F"\ • • • , 
genau wie friiher (4.). Alsdann ist nach (5.), (7.): 

Fi /T, H^^'^da + Fl""^ , 87. 

0= fW^)d6, 38. 

wo H^**^ die Bedeutung hat: 

H(«) = -i- ^(Z+ZiZ"^- 1+ ^i!L . 39. 

" 20 dv 

Es sei nun U^a^ das Potential der Beleguug H^"^ dkXii aussere 
Puncte: 

Lassen wir in (37.) und (40.) die Puncte i und a nach irgend 
einem auf 6 gelegenen Puncte s rucken, und addiren wir 
sodann die beiden Formeln, so folgt: 
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■*■ x» 1^ ^ as -*• i« ; 

oder, weil Fig = F^ =^ fs (36.) ist: 

Hieraus*) aber folgt fur w = cx> und mit Biicksicht auf (33.): 

Polglich reprasentirt — VT^ das gesuchte, den Bedingungen 
(34.) entsprechende Potential. In der That erkennen wir aus 
(42.), dass dieses Potential auf a die Werthe /i — C besitzt, 
und ferner aus (38.) ^ dass die Gesammtmasse dieses Potentials 
Null ist. — Wir konnen also iiber die Losung des aussem 
Problems nach der iWschen Methode uns folgendermassen 
expliciren : 

Man hilde, von dm vorgeschriebenm Werthen fs oder F^ 
(36.) amgehend, die aufeinander folgenden Functionen: 



43. 



H. 






WO (rechter Hand) unter F, F\ . . . die Werthe auf der 
innern Seite von zu verstehen sind; und seize: 

TTin)_ 1 /V d{F+r + F' + i^^"-^^) ^^ 

Alsdann wird das gesuchte Potential <!)« (34.) den Werth 
haben: <!>« = — TJl^ 

Bemerkung. — Diese JBeer'sche Methode ist, wie aus 
unseren friiheren Betrachtungen folgt (vgl. den Schluss des 
vorhergehenden §), mit Sicherheit nur dann anzuwenden, 
wenn die gegebene Flache or zweiten Ranges und keine zwei- 
sternige ist. — Ausserdem aber ergiebt sich noch eine weitere 



*) Was die Formal (41.) betrifft, so ist die Schreibweise C/^**] eigent- 
lich unn5thiger Lux us. Denn U^^^ ist nach (40.) das Potential einer 
einfachen Belegung, iso dass man also fiir die einander gleichen Werthe 
U^^l und U\^ kurzweg C/J**^ schreiben kOnnte. — Hingegen ist die 
Schreibweise i^J^ durchaus ndthig^ weil F^^^ nach (4.) das Potential 
einer Dopjidbeiegung vorstellt, mithin Ff^^ und F^^ verschiedene 
Werthe haben. 



Ueber die i^ccr 'schcn Methoden. 235 

Beschraukung. Ihre Anwendbarkeit beruht namlich auf der 
von uns gemachten Aunahme (35.), dass ein Potential F 
ausserer Massen ermittelt sei, welches auf die vorgeschriebe- 
nen Werthe / besitzt. Denn audernfalls wilrdeu wir den in 

(44.) erforderlichen Diflferentialquotienten -^ nieht zu bilden 

im Stande sein. Die Ermittelung eines solchen Potentials 
F ist aber oflfenbar gleichbedeutend mit der Losung des innem 
Problems ; so dass wir also , Alles zusammengefasst , fiber die 
Anwendbarkeit der £eer'schen Methode uns folgendermassen 
zu expliciren haben: 

Bezeichnet & eine geschlossene Fldche, welche zweiten 
Banges und Jceine zweisternige ist, und sind auf dieser 45. 
Flache irgend welche FunctionswertJie f in stetiger Weise 
ausgebreitet, — so mrd, trotz dlV dieser Einschrdnkungen, 
das aussere Problem mit HUlfe der Beer'schen Methode nur 
dann loshar sein, wenn die Losung des inner n Problems 
iereits hewerkstelligt ist, 

. Es wird also durch die Beer'sclie Methode nur das eine 
Problem auf das andere reducirt; — wdhrend die von mir 46. 
gegebene Methode des arithmetischen Mittels eine ivirhliche 
Losung (fer beiden Problems ermoglicht. 

Zweite Bemerkung. — Die Formel (41.) kann mit RUck- 
sicht auf (28.) auch so geschrieben werden: 

WO der K^ze willen bei f, f\ f\,,., der Index s unter- 
druckt ist. Substituirt man hier fiir das allerletzte Glied rechter 
Hand, namlich ffir f, den damit identischen Ausdruck: 

SO folgt: 

woraus z. B. f ur w = 3 sich ergiebt : 

uiv -= I [3 (/•'-/•) + 3(r -f) + if" - /•)] . 



48. 



49. 
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Es ist fatal*}, dass die f, /", f\ f" hier nur in Form 
ihrer Differenzen sicb vorfinden. Denu ware das nicid der 
Fall^ besasse also Ua! die Form: 

p2' = «/ + ^z' + ?r + »r, 

so wurden wir, nach Hinzufiiguug der bekamiten fruheren 
Relationen : 

Tr., = r -f 

Was = r —fy l^gl. S. 205] , 

Was = r - r, 

vier Gleichnngen haben, die wir Dach /', f^ f\ f" auflosen 
konnten. In solcher Weise wurden wir z. B. fur /' einen 
Ausdruck erhalten von der Form: . 

/• = AI7f; + B Tr«, + r Was + A Wa\ , 
wo A, B, r, A (ebenso wie a, fi, y, d) bestimmte Zahleu 
waren; uud hieraus wurden wir alsdann zu folgem haben, dass 

(D, = A Uf^ + B TF« + r TFa + A Wa" 

die Losung des Problems sei^ so dass wir also in solcher Weise 
zu einer strengen Losung des Problems in geschlossener 
Gestalt gelangen wurden. 

§4. 

Die elektrisclie Induction dnrcli innere Hassen , beliandelt nach 

der Methode von Beer. 

Aiifgabe. — Auf einen schaalenformigen Conductor 
tnogen unverdnderliche Krdfte einwirketi, tcelche ihren SUz in 
I. dem innern Hohlraum liaben, und deren PotenUdl F ge- 
geben ist. Es soU die unter solclhen Unistdnden auf der innern 
Begrenzungsfldche 6 des Conductors eintretende dektrische 
Vertheihmg ndher hesiimmt werden. 

Bei dieser Aufgabe ist es gleichgiiltig, ob ausser den 
durch F reprasentirten Kraften vielleicht noch andere Krafte 
vorhanden sind, welche ihren Sitz in dem den Conductor 
umgebenden Aussenraum habeu, ferner gleichgultig, ob wir 



*) Man wird diese Ausdrucksweise insofern passend finden, ale die 
in Bede stehende Unannehmlichkeit ohne Zweifel ihren tiefem Grand 
hat, also nicht als eine zufdlUge anzusehen ist. 



Ueber die Beer'scheu Methoden. 237 

uns den Conductor isolirt oder zur Erde abgeleitet denken ; — 
wie solches unmittelbar folgt aus gewissen frtiheren 6e- 
traclitungen [vgl. Seite 80 bis 83]. Ueberhaupt konnen wir auf 
Grund jener damaligen Betrachtungen die vorliegende Auf- 
gabe einfacher so aussprechen: 

Dieselbe Aufgabe in anderer Form. — Der unendliche 
Raum sei durch eine geschlossene Flache a in zwei Theile 
21 und 3 zerlegt, und sammtliche Puncte des Raumes seien, 
jenachdem sie innerhalb 21, auf a, oder innerhalb ^ liegen, 
respective mit a, 5 oder i bezeichnet. Innerhalb 3 sind irgend 
welche Massen M vorhanden, der en Potential F bekannt ist. 2 
Es soil die Flache in solcher Weise mit Masse helegt werden, 
dass das von dieser Belegung und den Massen M herriihrende 
Gesammtpotential fur aUe Puncte a constant ist, 

Behandlung der Aufgabe. — Wir wollen zunachst das 
gegebene Potential F der Massen M einer gewissen Trans- 
formation unterwerfen. Nach einem Green'schen Satze [(42. «), 
Seite 21] ist: 

^- = - i^j^-m^'^ + -^«'' 

wo Fa die Bedeutung hat: 



WO N die aussere, und v die innere NormsAe you bezeichnet*). 
Behandeln wir nun Fa' in ahnlicher Weise wie F,, u. s. w., 
SO gelangen wir zu folgenden Formelni 



3. 



4. 



5. 



Hieraus folgt durch Addition: 
F — ^ Ct d{F+F'+F" + f('-i)) ,„, 

^"^-^iaj^" dN aa + J^„ . 6. 

*) Ueberhaupt sind alia Bezeichnuugen genau dieselben wie fruher, 
vgl. die letzte Note auf Seite 226. 



8. 



10 
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Femer ergiebt sieh , wiedemm dorch Anwendang eines Green* 
schen Satzes [{42.a), Seiie 21]: 

cF 



d0 = ^ 2l3rM, 



mithin: 






J'8jF+r + K'^ . ._+_ FIT!! rf„ = _ 2tirM ; 



WO nnter M die Summe der g^ebenen inneren Massen M zu 
verstehen ist*). 

Wollten wir nun — mit Beer — annehmen, dass die 
9. Function F^^ mit wachsendem n gegen dne Constante K con- 
vergire, so wflrden die Formeln (6.), (8.) fur n = oo die 
Gestalt annehmen: 

Fa+fTaHd6 = K, 

fHd6 = — IA, 

WO! 

u^ 1 c(F+F' + F"'\ in inf.) , 

• 
und hieraus wurde folgen, dass H die Dichtigkeilj und — M 
die Gesammtmasse der gesuchten Bdegung sei. 

Bemerkung. — Die Formeln (3.), (4.), . . . (8.) sind 
sammtlich abgleitet aus den vorhin erwahnten Green'schen 
Satzen [(42. a, s) , Seiie 21], mithin ebenso wie diese als 
hervorgegangen zn betrachten aus einer urspriinglich fiber 
den dussem Raum 31 sich ausdehnenden Integration. Hieraus 
folgt, dass in all' jenen Formeln unter den J?'^*^ oder jF^"^ die 
12. Werthe auf der dussem Seite von <y, d. i. die Werthe F^, 
zu verstehen sind. Dies ist fur solche Potentiale, welche, 
wie F\ F"y F"\ .... von D(>2>p6Zbelegungen herruhren, 
offenbar von Wichtigkeit, weil dieselben zu beiden Seiten 

*) Es soli also M die sogenannte Gesammtnuisse des Potentiala F 
bezeiclinen. Andrerseits ist F\ zufolge (4.) , das Potential einer auf <s 
ansgebreiteten Doppelbelegung, mithin die Gesammtmoisse dieses Po- 
tentials F' gleich Null. Solches zur Erl&uterong der Formeln (7.). 
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der Flache a verschiedene Wertlie haben. Was die Ableitungen 
-jrr- betrifft, so ist es einerlei, ob man fiir dieselben die 

4^ Oder die ^ nimmt*). 

§5. 
Ueber die zweite von Beer gemaclite hypotlietisclie Annalime. 

Diese in (9.) erwahnte Annahme bezieht sich auf die 
Function F)^^ , welche definirt war durch die Pormeln : 



(o.) 




^' --2^/^W- 


(6.) 




^'•" - - al/^'C'^'^)'' ' 


(c.) 




F<:" = -^jF"{d0\, 
etc. etc. 


wo unter F, 


F', 


F'\ ... die Werthe auf der dussem Seite 


zn verstehen sind 


; vgl. (12). 



Und zwar besteht die Annahme darin , dass die Function Fa^^ 
mit wachsendem n gegen eine Constanfe convergire. Um 
naher hierauf einzugehen^ bezeichnen wir die Werthe des 
gegebenen Potentials F speciell auf a mit f, indem wir setzen: 

und bilden alsdann^ von f aus^ die bekannten Functionen 
A f'j r" • • • vermittelst der Formeln: 





(«•) 


±-Jf{da)a, = f; -f„ 




(6.) 


i-fridc)a,^f."-f:, 


• 


(c.) 


i-jnd0)a,-fr-f:\ 

etc. etc. 
vgl. (2.) Seite 205. 



*) Ygl. die allgemeinen Eigenschaften der Potentiale von Doppel- 
belegungen (Seite 139, 140). 



13. 



14. 



15. 



18. a 



18. b 



18.0 
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Diese Functionen /, /", f\... besitzen, falls die Flache a 
zwdten Manges und heine isweistemige ist^ die bekannteu 
Eigenschaften: 

ic. A*) s= (J 

, /. X ^. 1 . -r.. [vgl. Seite 187, 188], 

wo A die Configurationsconstante von a bezeichnet. 

Aus (13. a) folgt mit Riicksicht auf (14.) und (15. a): 

Substituiren wir diesen Werth von Fas in die Formel (13. b), 
so folgt mit Riicksicht auf (15. a, b): 

F" = --^ f^^ (da) F" = f-^'f + f 

Substituiren wir diesen Werth von Fas in die Formel (13. c), 
so folgt mit Riicksicht auf (15. a, b, c): 

" ~ 2a J 4 ^^^)^' -^"^ 8 • 

U. s. w. U. s. w. — Hieraus erhalteu wir allgemein: 

oder, falls wir die identische Gleichung: 

in Abzug bringen: 

^- = ^[(/'-C)-T(/"-C) + *^-^(r-C)- + (-l)-(/-<->-C)] 
Hieraus fplgt mit Riickblick auf (17.): 

absi^->^ l|-l+^A + ?i^) A^ . . . . + A-] Df, 

Wenn aber die ausseren (rren^werthe des Potentials F(*) dioser 
Relation Geniige leisten^ so muss nach einem bekannten 
Satz [Theorem {A.'), Seite 37] Gleiches auch gelten von aJV 
seinen ausseren Werthen, also die Formel stattfinden: 

abs i^-' ^ (l±^y Df. 



20. 



21. 



22. 



28. 
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Da nun die Flacbe cr, nach unserer bereits friiher [bei (16.)] 
gemachten Annahme, zweiten Ranges und keine zweisternige 

ist, mithin A und -^^ acMe Briiche sind, so folgt aus (22.), 

(23.), dass F^a] und F^^ mit wachsendem n gegen Null con- 
vergiren. Also : 

jp(«>) __. 2p(«) s— . ^* 

Hiermit hdben wir die RichtigJceit der Beer'schen An- 
nahme (9.) ertviesen, und nehenhei gefunden, dass die Con- 
stante jK'=0 ist; — jedoch immer nur unter der Voraks- 
setmng, dass die Fldche 6 zweiten Ranges und heine zwei- 
sternige sei. 

§6. 

Beiiandlung des Mlier betracliteten innem Problems mit 

Hulfe der Beer'sclien Metbode. 

Sollen die Massen eines Potentials Q,- auf oder ausser- 
halb 6 liegevhy und sollen ferner die Q<, irgend welche vor- 
geschriehenen Werthe fg lesitzen: 

Qu = fs , 25. 

SO sind hierdurch sdmmtliche Werthe Q,- eindeutig hestimmt. 

Es soil sich bier nun handeln um die Losuug des soge- 
nannten innern Problems (vgl. Seite 208), d. i. um die u)irh- 
liche Berechnung des Potentials Q, . Zu diesem Zwecke 
wollen wir zuvorderst annehm^n, dass irgend ein Potential 26. 
F innerer Massen bekannt sei, welches auf a die vorge- 
schriebenen Werthe f besitzt: 

Fs= fs= f, 27. 

Solches vorausgesetzt, bilden wir von diesen Werthen (27.) 
aus die aufeinanderfolgenden Functionen i^', F'\ F'" . . . . , 
ebenso wie friiher (5.). Alsdann ist nach (6.), (8.): 

Fa = -fTa\\^''^d0 + F':\ 28. 

M = — /H('*>d<y, 

wo M die Summe jener das Potential F erzeugenden Massen 
vorstellt, wahrend H^**) den Werth hat: 



' 220 ^N ' * 

Kenmann, Potential. 16 



29. 



30. 
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Es sei nun Uj^^ das Potential der durch H^"^ bestimmten Be- 
legung auf innere Puncte: 

Lassen wir in den Formeln (28.) imd (31.) die Puncte a und 
i nach einem auf gelegenen Puncte s rUcken, und addiren 
wir sodann die beiden Formeln, so folgt: 

Oder, wen F^s ==F, = f, ist (27.): 

32. TT?") =- F^""} / 

Hieraus aber folgt fiir w = oo, und mit Riicksicht auf (24.): 

^- ulV = -f.. 

Folglich repraseutirt — Uit^ das gesuchte, den Bedingungen 
(25.) entsprechende Potential. Wir konnen daher fiber die 
Losung des innern Problems nach der ^eer'schen Methode 
uns folgendermassen expliciren: 

Man hilde, von den vorgeschriebenen Werthen /!, oder F, 
(27.) ausgehend, die aufeinanderfolgenden Functionen: 



34. 



85. 



WO (reehter Hand) unter F, F\ F'\ .... die Werthe auf 
der dussern Seite von m verstehen sind; und setee sodann: 

Alsdann wird das gesuchte Potential Q,- (25.) den Werth he- 

sitzen: % = — Ui*^ . 

Bemerkung. — OflFenbar beruht die Anwendbarkeit dieser 
-Beer'schen Methode auf der von uns gemachten Annahme, 
dass die Flache 6 zweiten Ranges und keine zweistemige 
sei, andrerseits aber auch auf der Annahme (26.), dass ein 
Potential F innerer Massen ermittelt sei, welches auf die 
vorgeschriebenen Werthe f besitzt. Die Ermittelung eines 
solchen Potentials F ist aber gleichbedeutend mit der Losung 
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des dussern Problems; so dass wir also, Alles zusammen- 
gefasst, zu folg^ndem Resultat gelangen: 

Bezeichnet 6 eine geschlossene Flache, welche zweiten 
Ranges und heine zweisternige ist, und sind auf dieser 
Fldche irgend welche Functionswerthe f in stetiger Weise ^^• 
ausge'breitet; — so wird, trotz all' dieser Einschrdnhungen, das 
inn ere Problem mit HUlfe der Beer'schen Methode nur dann 
loshar sein, wenn die Losung des dussern bereits bewerJc- 
stelligt ist 

Es wird also durch die Beer'sche Methode nur das eine 
Problem auf das andere reducirt*^ — wdhrend die von mir ^'^^ 
gegebene Methode des arithmetischen Mittels eine wirJcliche 
Losung der beiden Probleme ermoglicht 

'§. 7. 
Die Tlieorie der magnetisclieii Indnctioii. 

Aufgabe der Theorie. — Ein magnetisirbarer Eorper 
(der z. B. aus weichem Eiseu bestehen kann) mag you Aussen 
her der Einwirkung unveranderlicher magnetischer Krafte 
ausgesetzt sein, deren Potential F gegeben ist. Es handelt 
sich um den durch jene Krafte hervorgerufeuen magnetischen 
Zustand des Korpers, oder (was dasselbe) um die wahrend 
dieses Zustandes in jedem Volumelement d^di^d^ des Korpers 
vorhandenen magnetischen Momente ^d^drjd^j Bd^drjd^y 
Vd^dfid^, und gleichzeitig um die Ermittelung desjenigen 
Potentials Q, welches der Korper seinerseits wahrend dieses 
Zustandes auf beliebige (aussere oder innere) Puncte ausubt. 
— Man pflegt F das inducirende Potential, den betrachteten 
Korper den indiicirten Korper, ferner A, B, f die auf die 
.Volumeinbeit bezogenen indudrten Momente , endlich Q das 
Potential des inducirten Korpers, oder ktirzer das indu^cirte 
Potential zu nennen. 

Waren A, B, f fiir alle Volumelemente dl^di^d^ des 
Korpers bereits bekannt, so wiirde das Potential Q fiir jeden 
beliebigen (aussern oder innern) Punct x den Werth haben: 



wo ^, rj, i die Coordinaten des Elementes d^drid^, ferner 

16* 



1. 



2. 
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A, B, r die daselbst vorhandenen Momente vorstellen, und 
T den reciproken Werth der Entfernung (d^drjd^ m-y x) be- 
zeichnet. 

Ergebnisse der Theorie*). — Die Theorie liefert zur 
Bestimmung des Potentials Q fiir jeden beliebigen (aussem 
oder innern) Punct x die Pormel: 



q. = kJtJ-^^-±^Uc, 



wo K eine dem Korper eigenthumliche, stets positive Con- 
stante, die sogenannte Magnetisirungsconstante vorstellt**), 
und Taj den reciproken Werth der Entfernung {da »-> x) 
bezeichnet***). 

Aus (2.) folgt sofort, doss das Potential Q angesehen 
3. werden hann als das Potential einer gewissen fingirten 

Oberfldchenielegung von der DichtigJceit K ^^ — -; und hieraus 
folgt weiter, dass Q der Relation Geniige leistet (vgl. S. 14) : 

welche audi so geschrieben werden kann: 

oder auch sof): 

*) Diese Theorie wurde bekanntlich 1824 von P<nsson, und hiervon 
unabhangig, jedoch in ziemlich iibereinstimmender Weise im Jahre 
1828 von Green entwickelt. [Vgl. die Mem, de VAcad, des sciences^ 
tomes V c* VI, und andrerseits die Mathem, papers of Green, London 
1871.1 Ich werde die Eesultate dieser Theorie hier nur Mstorisch an- 
geben, und z\rar in derjenigen Form , in welcher sie von meinem Vater 
in seinen Voriesungen an der KSnigsberger Universitat entwickelt 
worden sind. Dass in der That die Eesultate, wie ich sie hier dar- 
legen werde, von denen, welche bei Poisson selber sich vorfinden, nur^ 
der Form nach verschieden sind, soil im letzten § des gegenwartigen 
Capitels naher dargelegt werden. 

**) Wohl verstanden, die Constante K ist positiv fiir die soge- 
nannten magnetischen Korper, auf welche wir uns hier beschr&nken. 
Hingegen ist sie bekanntlich negativ fur diamagnetische K5rper. 

***) Selbstverstandlich ist die Integration in (2.) ausgedehnt zu 
denken uber die Oherfldche a des Korpers. Denn wir werden a, v, N, 
und ebenso auch die Buchstaben ^, 3 ^^d a, 5, f genau in derselben 
Bedeutung anwenden^ wie friiher, vgl. die letzte Note Seite 226. 

f) Beim Uebergaug von (4. b) zu (4. c) ist zu beachten , dass F 



daB Potential gegebener dusseter Massen vorstellt, mithin in alien 
PuDcten der Oberflache a der Gleichung entspricht: 



6. 
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Andererseits liefert die Theorie fur die an irgend einer 
Stelle 5; ^; £ inducirten Momente A, B, f die Formeln: 

* "" ^ a? ' 

welche zur Bestimmung von A, B, f verhelfen, sobald Q 
bereits ermittelt ist. Schliesslich sei bemerkt, dass die Formel 
(2.) mit Riicksicht auf (4. c) auch so geschrieben werden kann : 

§ 8. 

Weitere Bemerkimgeii iiber die Theorie der magnetisclieii 

Induction. 

Vor alien Dingen fragt sich's, in wie weit jene fingirte 
Oberflacbenbelegung (3.), als deren Potential Q angesehen 
werden darf, durch die aufgefiihrten Formeln eindeutig be- 
stimmt ist. In dieser Beziehung gelten folgende Satze. 

Erster Sate. — Das Potential Q einer auf a ausge- 
hreiteten einfachen Belegung ist durch eine der drei Belationen 7- 
(4. a, b, c) eindeutig hestimmt. 

Der Beweis wird, weil jene Relationen untereinander 
aquivalent sind , oflFenbar nur fur eine derselben , z. B. fur (4. c) 
zu fiihren sein. — Nehmen wir an, es existirten 0wei ein- 
fache Oberflachenbelegungen resp. mit den Potentialen Q 
und Q -{- g, die leide der Relation (4. c) Geniige leisteten, so 
wiirden wir die Formeln haben: 



9. 
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mithin auch folgende Formel: 

Auch wurde dieses q seinerseits , ebenso wie Q und ^ + ^, 
das Potential einer gewissen einfachen Oberflachenbelegung 
sein, mithin den Green'schen Formeln [(42. /3) Seite 21 und 
(41. /3) Seite 19] entsprechen: 

Hieraus aber wiirde durch Multiplication mit 1 und {l-{'27SfK)y 
und Addition, und mit Riicksicht auf (8.) folgen: 

10. /(Eg)dr + (1 + 2wK)f{Eq)dt = 0; . 

und hieraus endlich wiirde, weil K stets positiv ist, folgen: 
(Eg) = 0, d. i. 

11. q = Const., fiir alle Puncte a iind i, 

also -weil q (als Potential einer Oberflachenbelegung) fiif un- 
endlich feme Puncte nothwendig =0 ist: 

12. 2 == > ^^^ s-ll^ Puncte a und i . 
W. z. b. w. 

Zweitep Satz. — Soil eine Function Q fur aUe Puncte 

i der Bedingung (2.): 



13. 



Q, = kJt, m±Il ao 



Oeniige leisten, so wird dieselbe hierdwrch eindeutig hestimmt sdn, 
Beweis. — Existirten zwei dieser Bedingung entsprechende 
Functionen Q und Q -{- u, so wiirde sich ergeben: 



^i-^f^'Tv^''' 



mithin Ut anzusehen sein als das Potential einer gewissen 
Oberflachenbelegung auf inner e Puncte. Bezeichnet man nun 
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das Potential dieser Oberflachenbelegung auf dussere Puncte 
mit Uay so folgt nach bekanutem Satz (Seite 14.): 

Hieraus aber ergiebt sich genau wie friiher [vgl. (8.)]: 

M = fur alle Puncte a und i . 
W. z. b. w. 

Dritter Satz. — Soil eine Function Q filr alle Puncte a 
der Bedingung (6.): 

Genilge leisten, so wird dieselhe hierdurch eindeutig hestimmt sein, 
Beweis. — Existirten 0wei dieser Bedingung entsprechende 
Functionen Q und Q'\-v, so wiirde sich ergeben: 

K Cm dv n 

^« T+2ffl^J ^« W ^ ' 

mithin Va anzusehen sein als das Potential einer gewissen 
Oberflachenbelegung auf dussere Puncte. Bezeichnet man nun 
das Potential dieser Belegung auf innere Puncte mit i;,-, so 
erhalt man nach bekanntem Satz (Seite 14.): 

dv xdv 2gg dv 

aN "» a^ ~ 1 + 2o£: a'N ' 

Hieraus aber folgt v/ie fruher [vgl. (8.)] 

i; = fur alle Puncte a und i . 
W. z. b. w. 

Urn die Hauptsache zusammenzufassen : WirTcen auf 

einen magnetisirbaren Korper (der z. B. aus weichem Eisen 

bestehen kann) von Aussen her unverdnderliche magnetische 

Krdfte ein, der en Potential F gegeben ist, so kann das so- 

genannte inducirte Potential Q stets angesehen werden als 

das Potential einer gewissen fingirten einfachen Belegung 

der Oberfldche des Korjpers, deren Dichtigkeit den Werth hdt: 



14. 



15. 



16. 
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^ ~Tv — ' 
50 dass also fur sammtUche Funde i und a die Formeln geUen: 

Von diesen heiden Formeln ist bereits die erstere aus- 

reichend, um das Potential Q und die DichtigJceit K ^^ — - 
eindeutig zu lestimmen, 

§9. 

« 

Behandlung des Problems der magnetisclieii Induction nacb 
einer gewissen approximativen Methode.'^) 

Ist das inducirende Potential F gegeben, so besteht das 
Problem der magnetischen Induction in der Herstellung einer 
Formel von folgender Gestalt: 



Q, = k/t, ^-i^+-?-^ da . 



Denn gelingt es, eine derartige Formel zu finden, so wird, 
nach (15.), Q das indudrte Potential sein. Aus diesem er- 
geben sich dann aber, nach (5.), sofort auch die inducirten 
Momente a, /3, y. 

Um nun eine Formel von der verlangten Gestalt wirk- 
lich herzustellen, bilde man, von F ausgehend, die auf- 
einanderfolgenden Functionen : 



*) Ich habe die Eesultate , zu deuen Beer bei Behandlimg dieses 
Problems gelangt ist, bereits in der Einleitung zum gegenw^rtigen 
Capitel (Seite 224) mitgetheilt. Ansfiihrlicheres hiertiber findet sich in 
seinem posthumen Werk: ,,Mnleitung in die Elektrostatik ^ die Lehre 
vom Magnetismus wnd die EleJctrodynamilc^^, Braunschweig 1865, Seite 

155—169. Ich mOchte hier nur bemerken, dass diese ^eer'sche 

BehandluDg des Problems mit derjenigen, welche ich im gegenwartigen § 
geben werde, sowohl der Methode als den Besultaten nach nicht un- 
mittelbar identisch ist. Um Genaueres hieruber zu sagen, wilrde ein 
sorgf^tiges Studium des eben genanuten Werkes nothwendig gewesen 
sein, vfozu ich leider bis jetzt nicht die erforderliche Zeit gefunden habe. 
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etc. / etc. 

wo (rechter Hand) unter den F, F\ F'\ ... die Werthe 
auf der innem Seite von a zu verstehen sind. 



17. 



V AJsdanu finden die Relationen statt: 

2 -m (Fr - Fi) = JTi ^da, [vgi. (4.) s. 227] , is. 
21S- {Fr-Fi") =fTi^d0, 



19. 



20. 



Bezeichnet nun x eine noch disponible Constante, und setzt man : 

= F+ xJP' + Tt'^F" + TC^F"' H in inf., 

SO entsteht aus (18.) durch Multiplication mit x, ;c^, ;c', • . • • 
und Addition die Form el: 

213' ((0, - j;) - x<i>i) = TifTi 1^ d0 . 

Dfese hat mit der herzustellenden Formel (16.) bereits eine 
gewisse Aehnlichkeit; und diese Aehnlichkeit wird ver- 
grossert, wenn man statt eine neue Function Y einfiihrt 
vermittelst der Substitution: 

x'0 = Y + F, 21. 

wo x' eine neue disponible Constante sein soil; denn hier- 
durch geht die Formel (20.) tiber in: 

2 ^ (1 _ x) Y, + 2 ^ (1 — X - X -F. = xfTi ^^^~±^^ d a . 

Jene Aehnlichkeit mit (16.) wird nun oflPenbar noch weiter 
vergrossert, wenn man die Gonstanten x, x'den Bedingungen 
unterwirft: 

2ffl(l.— x) 1 



22. 



mitbin setzt: 



% K "* 23. 

1 — - X — x' == 0, 



24. 



25. 



27. 
28. 



29. 



30. 
31. 
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2ffl.g 

1 



X = 



X 



1 + 2iaK ' 
denii alsdann geht die Formel (22.) fiber in: 

In der That ist die gewttuschte Uebereinstimmung mit (16.) 
gegenwartig eiue voUstandige ; uud man erkeont also, dass 
das gesucbte Potential Qi mit ¥,- identisch ist: 

26. Qi = Y, . 

Hieraus folgt mit Biicksicht auf (21.), (23.): 

= (l_x)0._if,, 
mithin: 



^1/ V '' ^V 



X 



oder, falls man mit der Constanten ^=a=— — — (23.) 

multiplicirt : 

Substituirt man endlich in (28.), (29.) fiir <P seine eigentliche 
Bedeutung (19.), so folgt: 

dv 20 ^v 



Hiermit ist die gestelUe Aufgdbe gelost Defin die Formel 
(30.) liefert den Werth des inducirten Potentials Q fUr 

32. alle Puncte i, wdhrend gleichzeitig die Formel (31.) die Dich- 

tigkeit K ^ ^ — - derjenigen fingirten Oberfldchenbelegung 

liefert, als deren Potential Q angesehen werden darf. Datei 
hemehnet x eine gewisse Constante, welche zu der Ma^neti- 
sirungsconstante K in der Beziehung (23.), (24.) steht, 

Beachtet man, dass JT, wie schon bemerkt wurde (2.), stets 
jpositiv ist, so ergiebt sich aus der ebengenannten Beziehung, 

33. dass X ein positiver dchter Brueh ist. 



Ist nun die Flache a von heliebigem Range, etwa vom Range*) 
2^, und bezeichnet man den kleinsten und grossten Werth, 



*) Dass eioe gescMossene Flache stets von geradem Range ist, folgt 
uumittelbar aus der Definition des Ranges, vgl. Seite 167. 



35. 
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Ist die Flache <s vom zweiten Bange und Jceine zwei- 
sternige, so kann gegen die durch die Formeln (30.), (31.) 
gegebeue Losung des Problems keiu Bedenken erhoben werden. 
Denn alsdann ist nach einer friihern Untersuchung : 

abs (J'i"^ - (7) ^ n^Y{G — K), [vgl. (32.), Seite 232], 

wo C, 6r, JT gewisse der Function F zugehorige Constanten 
vorstellen, und A die Configurationsconstante der Flache a 
ist. Hieraus folgt sofort, dass die Reihe 

{Fi -c) + {f; - (7) + {Fr -c) + 

convergent ist; und dass mi thin Gleiches auch gilt von der im 
Vorhergehenden benutzten Reihe 

Fi + xF; + Ti'^Fl' + n^Fr H ; 36. 

denn es ist ja x ein positiver dchter Bruch (33,). 

Von selber tritt die Frage an uns heran, ob die Con- 
vergenz der Reihe (36.), mithin die Giiltigkeit der gefunde- 
nen Losung (30.), (31.) nicht vielleicht auch dann noch Be- 
stand habe, wenn die Flache a von einem hohem Range 
als dem zweiten ist. 

§ 10. 
Fortsetzung. Ueber das Giiltigkeitsgebiet der angewendeten 

Methode. 

Um auf die zuletzt erhobene Frage naher einzugehen, be- 
zeichnen wir die Werthe, welche das Potential F speciell 
auf besitzt, mit f: 

F, = f,==f, 37. 

bilden, von f aus, die bekannten Functionen f\ /*",..., 
und erhalten alsdann, wie schon friih^r dargelegt wurde 
(Seite 232), die Relation: 



34. 



SB. 



39. 
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welchen /* auf 6 besitzt, resp. mit K und G, ferner die Difte- 

renz — _ — mit i, und das arithmetische Mittel — ^ — mit Jf. 

SO gelten, wie ioi nachstfolgendeu § dargelegt werden soil, 
die Formeln: 

abs {f, —M)^L, 

abs (/•/ — M)-^ (2N— \)L, 

abs (/;" -M)^ {2N - IfL, 

abs {rr- M) <{2N— l)»i, 



Subtrabirt mau von (38.) die identische Gleicbung: 
so folgt: 

*..ifi-M=^\^{f.-M)+^{f:-M)+*^}=-^{f:'-M).-.M.f!r'-^ 

und hieraus mit Riicksicht auf (39.): 
41. abs(i^<;>-itf) ^ iri + ^(2JV^-l)+^f^(2i^^-l)?...+(22V-l)«" 

d ' ^ 

^- ' '' abs {F\f -M)^. (i+i|i^l)^ -i , 

oder einfacher: 

Hieraus aber folgt nach bekanntem Satz [Theorem (e/.)> 
Seite 40], dass dieselbe Relation auch fiir die Fi"^ statt- 
findet; also: 
^*- abs {F^^ -M) £ LN"" . 

Solches vorangeschickt; wenden wir uns nun endlich zu 
der zu untersuchenden Reihe (36.): 

45. R = Fi + KF/ + x'^Fi' -\ 

Wir konnen diese Reihe, weil x ein positiver dchter Bruch 
ist (33), auch so darstellen: 

46. iJ — j^- = (Fi — M) + 7c(F;— M) + x2(i^"— M)-\ ; 

hieraus aber erhalten wir mit Riicksicht auf (44.) sofort: 

47. abs^B-^") ^ [l+xJV^+(xJV^)2 + (xiV')3-| ]i. 
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Folglich ist R convergent ^ sobald die Relation stattfindet: 
xjS/"< 1, — eine Relation, welche mit Riicksicht auf (24.) 
auch so geschrieben werden kann: 



oder auch so: 

Folglich ist die im vorhergehenden § entwickelte Methode 
auf einen Eorper von ganz beUebiger Gestalt anwendbar, falls 
nur seine Magnetisirungsconstante K eine hinreichende Klein- 
heit hat. In der That konnen wir das Resultat unserer 
Untersuchungen so aussprechen: 

Ist der gegehene Korper hegrenzt von einer FUiche {2 N)^^^ 
Ranges, so wird die im vorhergehenden § exponirte Methode 
stets convergent und giiltig sein, falls nur die Magneti- so, 
sirungsconstante K des Korpers zur Zahl N in der Beziehung 
steht: 

jr ^ L__ 

■^ ^ (iV^-l)20* 

I^ mithin j^r=l, die Fldche also vom eweiten Range, so 
wird jene Methode giiUig sein fiir jeden heliehigen Werth 
von K. 

§ 11- 

Allgemeine Betraclitangen ttber eine geschlossene Flache von 

beliebigem Range. '^) 

Es sei <y eine beliebige geschlossene Flache vom (2^^«" 
Range**) und mit positiver innerer Seite. Denken wir uns 
auf dieser Flache irgend welche Werthe f ausgebreitet, die 
daselbst stetig sind^ und setzen wir 

so wird dieses Wx den Relationen entsprechen: 



*) Eh Handelt sich in diesem § hanpt83.chlich um den nachtrag 
lichen Beweis der Kelationen (39.).* 
**) Vgl. die Note Seite 261. 



3. 
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Wa. == (W. + "-^) - f, , 

d. i. den Relation en: 

Wi. = /■; + f, , 

wo /"/ die Bedeutung hat: 

Wir wollen nun, ebenso wie f ruber, den Jcleinsten und grossten 
Werth, welchen f auf a besitzt, resp. mit K und G be- 
zeichnen : 
5. K<fs<G, 

und untersuchen, in wie weit man, falls K und 6r gegeben 
sind, hieraus Aufschluss zu gewinnen vermag iiber die Gr^nzen 
der Functionen f und W. 

Aus (1.), (4.) folgt sofort: 

wo 5 ein beliebiger Punct auf 6 ist. Denken wir uns nun 
die Flache mit Bezug auf diesen Punct 5 in zwei Theile 
5, rj zerlegt, der Art, dass ein in s befindlicher Beobachter 
von sammtlichen Elementen d^ die innere d. i. positive, hin- 
gegen von s'ammtlichen Elementen drj die dussere d. i. nega- 
tive Seite vor Augen hat*), so konnen wir die Pormel (6.) 
auch so schreiben: 

-ST/-; = /;«. +ffid^), +ffidv),, 

wo alsdann offenbar die (e?|), durchyveg positiv j hingegen die 
{di])s durchweg negativ sind. Bezeichnen wir also die abso- 
luten Werthe der (drf)s mit ({drfj)^, so wird: 

8- -BTf: =/;«.+ ffm. - ffiidfi)). , 

und folglich: , 

'• TSf: ^f.n. + Gf {d I). - Kf {(dfi)). . 

Tragen wir die Werthe K, fs, G als Abscissen auf irgend 



*) Von den Theilen |.und rj wird selhetverstandlich jeder ana 
irsfend welcher Anzahl einzelner Stiicke bestehen. ' 



O' 
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welcher Axe auf, und bezeichnen wir die so entstehenden 
Ictervalle mit A und B: 

A B 



k ■/: h " 

so konnen wir die Formel (9.) auch so schreiben: 

-^f: < fsSs + (fs + B)f{dl\ - (/; - A)f{{dri))s . li. 

Nun ist aber nach bekanntem Satz: 

** + / (^^)* = 'Sr » [vgl. S. 134] , 
d. i.: ^s + f {d^)s +f (dfi^ =-55-, 
d. i. : ifs+ f(di)s — f{{dri)\ = -« . 

Bomit folgt aus (11.)- 

^fs' £ fs^ + Bj{dl), + Aj{{dn))s. 12. 

In ga^z ahnlicher Weise gelangt man, von (8.) aus, zu 
einer zweiten Formel, die so lautet: 

-^t: > fs-^ - Af{di\ - Bf((dri)\ . . 13. 

Um die Untersuchung der in (12.), (13.) enthaltenen 
Integrale etwas zu erleichtern , wollen wir zunachst annehmen, 
der Punct s ware nicht auf (J, sondern innerhalb 21 oder 
innerhalb 3 gelegen*). Von s lassen wir nach entgegengesetzten 
Richtungen zwei Kegel ausgehen von unendlieh kleiner OeflF- 
nmig (?x, und bezeichnen die innerhalb dieser beiden Kegel 
befindlichen Elemente do y in dem schon angegebenen Sinne, 
theils mit di,y theils mit dri. Bin in s befindlicher Beobachter 
wird alsdann die innerefby d. i. positiven Seiten der d^, hin- 
gegen die dusseren d. i. negativen Seiten der drj vor Augen 
haben. Oder, was auf dasselbe hinauskommt: die von s aus- 
laufenden Strahlen werden bei jedem e?g von ^ nach 91, 
hingegen bei jedem drj von 21 nach 3 gehen. Auch stehen 
air diese Elemente d^, drj zur Oeflfnung dx der beiden Kegel 
in folgender Beziehung: 

*) Es mag ganz vorubergehend diese Abweichung von unseren all- 
gemeinen Festsetzungen [nach denen s stets einen Punct auf a be- 
zeichnen 8oll] gestattet sein. Uebrigens soil die Zerleguug <; = £ + ^ 
nach der jedesmaligen Lage des Punctea 8 sich richten, der Art, dass 
ein in 8 befindlicher Beobachter von alien Elementen d^ die positive, 
und von alien Elementen dri die negative Seite vor Augen hat. 



14. 



15l 



ICL 



17. 
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(dti), = — rfx , ((dn}\ = d» ' 

Es handelt sich nim zoTorderst mn die Werthe der beiden 
Snmmeii: 

dieselben ausgedelmt gedacht uber alle iimerlialb der beiden 
E^el enthaltenen Elemente Jl, J 17. 

Enter Haupt&Il: der Panct s lieg^t auBserhalb 6^ d. i. 
innerhalb des Gebietes %. Alsdann ist offenbar^j die An- 
zahl der d% ebensogross ¥rie die der dfi, Ihre Gesammtzahl 
kann aber nicht grosser als 23^ sein**). Somit folgt***): 

Anz (rf§) = n ^ -A", 

Anz {dfi) = If < Jfy 

also mit Bucksicht aof (14.): 

Jl{dl\ =ndx, 

^{{dn)).-=ndx, 

wo n eine onbekannte ganze Zahl Yorstellt, die jedoch der 
Relation n ^ JV entsprichL 

Zweiter Hauptfall: der Pnnct s lies;! innerhalb 0, d. L 
im Gebiete ^. Alsdann ist offenbar die Anzahl der {7| um 
2 grosser, als die der df^. Ihre Cresammtzahl aber kann nicht 
grosser als 2^^ sein. Somit folgt: 

Anz (r7|) = It + 1 , 

Anz {dri) = n — 1 , 
also nach (14.): 

Il{dl\ =(ii+l)rfx, 

2;((rf,yV.,= (ii_l)rfx, 

wo wiederam 11 eine der Relation n < N entsprechende, 
sonst nicht weiter bekannte Zahl Torstellt. 

Dritter Haupt&ll: der Pnnct s lies:t anf 6. Hier sind 
mehrere speciellere Falle zn onterscheiden, je nach der Lage 



^) Namlich, weil e eine gtsthlossene Flicbe ist. 
**) Namlich, weil tN der Bang der Flache « isl 
*^ Unter Anz (<l£) soil Terstanden werden 4it Amahi der Elemente 
d|. Analoges gilt fur Anz (d 1/). 
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der betrachteten beiden Kegel, oder vielmehr je nach der 
Lage ihrer ersten Anfdnge, Ich verstehe namlicb unter den 
ersten Anfdngen jener Kegel diejenigen Theile derselben, 
welche innerhalb einer um ihren Scheitelpunct s mit unend- 
licb kleinem Radius beschriebenen Kugelflache liegen. 

Erstens. — Die ersten Anfange der beiden von s aus- 
gehenden Kegel liegen der eine in 21, der andere in ^. 
Dieser Fall kann, wie man leicht iibersieht, aus dem ersten 
Haupifall abgeleitet werden durcb eine geeignete Verschiebung 
des Punctes s, wobei, . wie man ebenfalls leicht bemerkt, 
eines der Elemente drj mit s zusammenfallt, folglich ver- 
schwindet*). Man erhalt daher aus (16.): 

U(^S)« ==ndxy 
j:((dri)),=={n—l)dx, 

Yfo n -^ N ist. 

Zweitens. — Die ersten Anfange der beiden von s 
auslaufenden Kegel liegen heide in 2. Man kann diesen Fall 
wiederum aus dem ersten Hauptfall ableiten durch eine ge- 
eignete Verschiebung des Punctes 5, wobei 0wei Elemente 
drj mit s zusammenfallen, folglich verschmnden, Somit erhalt 

man aus (16.): 

2;(dg), = ndx, 

i:({dri)\ = {n — 2)dx, 

wo wiederum n ^ N ist. 

Drittens. — Die ersten Anfange der beiden von s aus- 
laufenden Kegel liegen heide in 21. Dieser Fall kann durch 
eine geeignete Verschiebung des Punctes s aus dem 0weiten 
Hauptfall abgeleitet werden, wobei 0wei Elemente d^ mit s 
zusammenfallen, folglich verschwinden. Demgemass ergiebt 

sich aus (17.)* 

j:(d^\=.{n — l)dx, 

j:{(dri))s={n—l)dx, 

wo wiederum n <. N ist. 



*) Es ist namlich dr^ ein Querschnitt des Kegels; ein solcher Quer- 
Bchnitt aber wird^ falls er dem Scheitelpunct s des Kegels n^er und 
nSJier riickt, und zuletzt mit demselben zusammenfallt, kleiner und 
kleiner, und schliesslich zu Null werden. 

Neumann, Potential. 17 



IS. a 



IS.b 



18.0 
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ZusammenfasBung. — Wollen wir die erhaltei^en Re- 
sultate^ nauilich die Pormeln (16.); (17.) und (18. a, b, c) 
Qbersiehtlich zusamiiien^elleii; so ist es zweckmassig^ deu 
Punct s im ersten Hauptfall mit a , im zweiten mit i zu be- 
zeichnen^ wie solches unseren allgemeineu Festsetzungen 
eutspricht. Fiihren wir zugleich statt der unbekannten Zahlen 
n iiberall das ^ ein^ so erhalten wir 



19. 



aus (16.): aus (17.): 

Il{di)a ^ Ndx, I 2;(dS), ^ (N+l)dx, 
^i.(dv))a < Ndx . J:{(dri))i ^ {N-l)dx. 



aus (18. a, b, c): 
Il(d^), £ Ndx, 
^{(dv))s< {N^l)d: 



Denken wir uns nun um jeden der Puncte a, i^ s eine Kugel- 
flache X vom Radius Eins beschrieben, und integriren wir 
die vorstehenden Formeln iiber alle Elemente dx der einen 
Halfte von x, so ergiebt sich: 



20. 



J\(dr}))a ^ Nsr . 






J{d%), ^ Nsi, 

f((dv)). £ iN-iy< 



In diesen Formeln (20.) erstreckten sich alsdann die durch 

f bezeichneten Summationen liber sdmmtliche Elemente d% 

und dri der ganzen gegebenen Flache a, Und zwar sind 

oflFenbar in (20.), ebenso wie in (19.), die Bezeichnimgen dg, 

dri in den beiden ersten Columnen in Bezug auf den Punct a, 

resp. i in genau derselben Weise eingerichtet zu denken, wie 

sie in der dritten Columne mit Bezug auf den Punct s friiher 

festgesetzt wurden (Seite 254). 

Wiederaufnahme der Formeln (12.) und (13.). — Jene 

Formeln gewinnen durch Substitution der in (20.) fiir die 

Integrale f{di\ und f{{d7i)\ erhaltenen Werthe folgende 

Gestalt: 

f: ^fs + BN+A{N^l), 

f:>f.-AN-B{N-\). 

Hieraus folgt, falls man fur J., £ ihre [aus (10.) ersicht- 
lichen] eigentlichen Bedeutungen substituirt: 

n ^f. + N{G-K)-{f,-K), 

r: > r. - N{Q - K) -\- {G - r.) , 
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Oder, einfacher geschrieben: 

f;^G-N{G-K), 
oder, was dasselbe ist: 

Nach (3.) gelten nun fiir W die Formeln: 

Hieraus folgt durch Substitution der Werthe (21.) und mit 
Riicksicht auf (5.): 

Wis <{G + E)^ N{0 -K), TFa, ^ + N{G ~ K), 
Wi,> {G + K)^N{G--K), Was^ -N{G-K), 
und hieraus folgt weiter nach bekannten Satzen [Theorem (J,), 
Seite 40, und Theorem (^/), Seite 37], dass genau die- 
selben Relationen auch fiir Wi und Wa stattfinden. Also: 

Wi ^{G + K) + N(G — K), Wa^+ N{G - K) , 

Wi^{G + K)- N{G -K). Wa>- N{G - K) . 

Besultat. — Ist also a eine heliebige geschlossene Flache 
vom (2 JV")*®" Bange und mit positiver innerer Seite y und denht 
man sick auf dieser Flache irgend welche Werthe f ausge- 
breitet, die daselhst stetig sind, so gelten fur die Functionm 

die in (21.), (22.), (23.), (24.) aufgefiihrten Formeln, in denen 
unter K der Jcleinste, unter G der grosste jener gegehenen 
Werthe f m verstehen ist. 

Bemerkung. — Wir woUen uns von f aus die bekannten 
aufeinanderfolgenden Functionen /", /"', /*'", . . . gebildet vor- 
stellen, und annehmen, uber die urspriinglich gegebenen 
Werthe / sei, abgesehen von ihrer Stetigkeit, nichts weiter 
bekannt, als dass sie der Relation 

ah8(f — A)^B 

entsprechen, wo ^, JS zwei Constanten sind (von denen selbst- 
verstandlich die letztere positiv zu denken ist). 

17* 



21. 



22. 



23. 



24. 



25. 



26. 
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Alsdaun ergeben sicli fur den grussten G iind kleinsten 
K der Werthe / die Formeln: 

G < ^ + l^y 

K> A — B, 
— K^2B. 

Somit folgt aus (21.): 

A' ^ A + {:2N-\)B, 

r: ^ A — (2N- \)B, 

oder beide Formeln zusammengefasst: 

27. abs {r — A) < {2N — l)B . 

Die Relation (26.) zieht also die Relation (27.) als unmittel- 
bare Conseqiienz nach sich. Folglich wird die Relation (27.) 
ihrerseits die Formel nach sich ziehen: 

28. abs (r — -4) ^ {2N —lyB, 

u. s. w. u. s. w. 

In BetreflF der Constanten A, B war von uns nur voraus- 
gesetzt, dass sie der Relation (26.) entsprechen sollten. Solches 

ist z. B. der Fall, wenn wir A = — ^ und B = — ~ — 

setzen. Substituiren wir diese Werthe in (26.), (27.), (28.) 
u. 8. w.; so folgt: 

ab3(/'-^.±-^) ^ (2JV- 1) ^-^, 
abs (/"- ^-^j < {2N- ly ^^ , 
abs(r'-^4^) < {2N-iy^-^^, 

Dies aber sind die zu beweisenden Relationen des vorher- 
gehenden §, vgl. (39.) Seite 252. 
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§ 12. . 

Anhang. — Vergleiclmng der im Vorhergelieiiden bei Be- 
handlung der magnetisclien Induction angewendeten Formeln 

mit den Formeln von Poisson. 

In der Poisson'schen Abhandlung vom Jahre 1824, nam- 
lich in Tome V der Mem. de VAead. des sciences findet man 
auf Seite 294 die Pormel : 

^ = ffj'\-d (*«) + w (*^^ + if ^*^V ^^^''^^' 

die Integration ausgedehnt iiber qjle Volumelemente d^di^d^ 
des inducirten Korpers. Femer findet man daselbst auf 
Seite 302 und 303 folgende Formeln: 

^- dtp ^ J Cv g > ■ 

WO I, 12, 5 einen beliebigen Punct im Innern des inducirten 
Korpers, ferner d0 ein Element seiner Oberflaclie, und v die 
auf d6 errichtete innere Normale vorstellt*). Aus diesen 
fiinf letzten Formeln folgt durch Elimination von g) sofort: 

^~y^ \n{l-lc)J dv Q ' 
und ferner: 

7.^ 3fe d{Q+V) 

^^~ 47r(i-^) as ' 

Jcy= ^^ M+Zl. 

'^^ ^nii-k) as 

Bezeichnet man nun aber in diesen Poisson' schen For- 
meln {A.)j (J5.); (C*) di® Grossen 

*) Die Richtungscosinus dieser innern Normale bezeichnet Poisson 
mit — cos l\ — cos m\ — cos n'; denn es sind daselbst unter l\ m', n' 
die Eichtungswinkel der dussern Normale zu verstehen; vgl. Seite 296 
und auch 494. — Femer ist daselbst das Oberflachenelement da von 
Poisson mit dm' bezeichnet. 
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D. F, ha, A/J, hy und ^^^^_^^ 

respective mit 
B. F, A, B, r und K, 

so erhalt man vollstandig genau diejenigen Formeln (1.), (2.), 
(5.), von welchen wir bei unseren Betrachtungen (auf S. 243) 
ausgegangen sind. Die von uns angewandte Constante K 
steht also zur ursprunglichen Poisson'schen Constante h in der 
Beziehung: 



Die bei unserer approximativen Methode eingeffihrte Con- 
stante X (Seite 250) lautete: 

_ 4:nK 

und steht als zur Poisson^schen Constante Jc in der Be- 

ziehung*): 

3Jc 

H. X == 



1 + 2^ • 



*) Dies ist die schon frdher (Note auf Seite 224) erw^hnte Relation. 
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Siebentes Oapitel. 
Weitere Entiockluog der Theorie der Doppelbelegungen. 

Bezeichnet a eine .Curve oder Flache mit festgesetzter 
positiver Seite, und denkt man sich auf eine Doppelbelegung 
vom Momente /i ausgebreitet, so wird bekanntlich das Poten- 
tial dieser Doppelbelegung auf irgend einem Punct x durch 
folgende Formel dargestellt sein: 

W. = J^-^2^1^ =. Ji,{d0). [vgi. s. m]. 

Hier bezeichnet {do)x die mit s multiplieirte scheinhare Grosse 
des Elementes d0 fiir einen in x befindlichen Beobachter; 
wobei £ = -[- 1 oder == — I ist, jenachdem jener Beobachter 
die positive oder negative Seite des Elementes vor Augen hat*). 
Wir konnen die Theorie dieses Potentials (1.), jenachdem 
6 geschlossen oder ungeschlossen ist, in zwei Theile 
• zerlegen, und woUen, nachdem wir den ersten Theil in den 
vorhergehenden Capiteln, namentlich im vierten, sorgfaltig 
behandelt haben, gegenwartig zum gwdten Theile uns hin- 
wenden; wobei der Fall der Ebene von dem des Raumes zu 
unterscheiden ist. 

Betrachtung in der Bbene. — Will man , wenn 6 irgend 
eine ungeschlossene Cwrve bezeichnet, liber die Ge^ammtheit 
der Potentialwerthe (1.) eine anschauliche Vorstellung ge- 
winnen , so hat man vor alien Dingeu zweierlei Werthsysteme 2. 
zu unterscheiden, das der Ws und das der Wtj indem man 
sammtliche Puncte der ganzen unendlichen Ebene, jenachdem 
sie auf oder amserhalh 6 liegen, mit s oder t bezeichnet. 
In der That wird sich durch die Untersuchungen des gegen- 
wartigen Capitels ergeben , dass diese beiden Systeme so gut 
wie ohne Zusammenhang sind, indem sie fast iiberall in uvir 

*) Ausserdem ist ^ === 1 in der Ebene, hingegeu » 2 im iSatim^ 
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stetiger Weise zusammenstossen , wahrend jedes der beiden 
Sjsteme, fur sich allein betrachtet^ aus stetig zusammen- 
hangenden Werthen besteht*). 

Zu dem System der TF, gehoren selbstverstandlich auch 
die in deu beiden Endpuncten g, h der Curve vorhandenen 

3. Werthe Wg, Wh, ebenso auch die Werthe Wsg und W^h , 
d. i; diejenigen Werthe, welche ' TF, annimmt, sobald der 
variable Punct s dem Puncte g oder h sich ins Unendliche 
nahert, — eine Bemerkung, welche hauptsachlich dienen 
soil, um gleich zu Anfang uber die in diesem Capitel ange- 
wendeten Bezeichmmgen zu orientiren. 

Um yon dem unstetigen Zusammenstoss der beiden Systeme 
Ws und Wt eine deutliche Vorstellung zu erhalten, werden 

4. wir namentlich die Grenzwerthe der Wt , d. i. diejenigen 
Werthe in Betracht zu ziehen haben, welche Wt annimmt, 
sobald der variable Punct t der Curve 6 unendlich nahe 
riickt. Diese Grenzwerthe zerfallen in verschiedene Kate- 
gorien. Wir konnen namlich erstens den Punct t eiuem der 
beiden Endpunde g, h der Curve sich nahern lassen; die in 
solcher Weise entstehenden Grenzwerthe seien bezeichnet 
mit Wtg resp. mit Wth . Und andrerseits konnen wir deu 
Punct t irgend einem intermediaren Punct s (d. i. einem 
Puncte 5, der von den Endpuncten durch irgend welche, 
wenn auch noch so kleine, Entfernungen getrennt ist) sich 
nahern lassen; die in solcher Weise entstehenden Grenz- 
werthe mogen bezeichnet sein mit Wts . 

Wir werden zeigen, dass, entsprechend den unendlich 
vielen Richtungen, in welchen die Annaherung von ^ an ^ 
erfolgen kann, unendlich viele Grenzwerthe Wtg sich ergeben, 
die aber sammtlich der Pormel unterworfen sind: 

5. Wtg = A + BA, 

wo Ay B Constanten sind, wahrend A das Azimuth der An- 
naherung, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem 
die unendlich kleine Linie ^^ im Puncte g gegen die posi- 
tive Seite der Curve a geneigt ist. Eine ahnliche Formel 
wird natiirlich fur Wth gelten: 



''') Eine Ausnahme ist dabei allerdings zu notiren. Denn das 
System der W^ ist tmstetig^ wenn die Curve a mit £Jcken behaftet ist. 



\ 
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Tr,A = ^' + JS'A', 6. 

wo A\ B' und A' analoge Bedeutungen haben. 

Was andrerseits die den intermediaren Puucten s ent- 
sprechenden Wa betriffi, so wird sich ergebeii; dass die- 
selben an einer gegebenen Stelle s im Ganzen nur iswei 
Werthe haben, von welcheu der eine oder andere zur Gel- 
tung kommt, jenachdem die in Rede stehende Annaherung 
von • der negativen oder positiven Seite (der- Curve) erfolgt. 
Wir werden diese beiden Werthe mit 

. Wi.)ts und Wi+)ts 7. 

oder einfacher mit 

Was und Wis «• 

bezeichnen, indem wir den variablen Punct t, jenachdem er 
von der negativen oder positiven Seite (der Curve) sich nahert, 
respective mit a oder i benennen. 

Betrachtung im Baume. — Es sei irgend eine unge- 
schlossene Fldche, und sammtliche Puncte des ganzen unehd- 
lichen Raumes mogen, jenachdem sie auf oder ausserhaTb c 
liegen, mit s oder t bezeichnet sein. Ferner mogen die- 
jenigen speciellen Puncte 5, welche am Bande von 6 liegen, 
mit g, und diejenigen speciellen Puncte g, welche in den 
Ecken des Randes liegen, mit y benannt werden. Alsdann 
sind, was das Potential (1.) betriflFt; zweierlei Werthsy^teme, 9. 
das der TF, und das der Wt^ und, was das letztere betriflft, 
dreierhi Grenzwerthe, namlich die Wty, die Wtg und die 
Wt8 zu unterscheiden. U. s. w. 

Doch woUen wir uns auf diese Untersuchungen, welche 
im Ganzen in ahnlicher Weise, wie die in der Ebene ver- 
laufen wurden, vorlSufig nicht nSher einlassen. 

§ 1. 
Das Potential einer Doppelbelegnng vom Momente Eins, 

dieselbe ausgebreitet gedacht auf einer begrenzten 

geraden Linle. , 

Nimmt man fur 6 eine hegrenzte gerade Linie gh mit 
festgesetzter positiver Seite*), und macht man iiberdies ^ = 1, 

*) In der nachfolgenden Figur (Seite 267) iet die positive Seite der 
Linie gh echraffirt. 
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so gewiunt das zu untersuchende Potential (1.) die ein- 

fachere Gestalt: i,, . 

10. f^x=f{d6)z, 

9 

die Integration ausgedehnt iiber alle Elemente d6 der ge- 
raden Linie. Unterscheidet man nun [vgl. (2.)] die w?, und 
Wty so sind 

Die Werthe Ws sammt und senders NuU^ gleichnel ob 

11. der Punct s ein^ intermediare Lage hat^ oder mit einem der 
beiden Endpuncte zusammenfallt*). — Was andrerseits 

Die Werthe Wt betriflft, so denke man sich fiir jeden 
Punct t den Winkel {gth) construirt. Alsdann ist Wt=-\-{gt1i) 
oder = — {gt^)} jenachdem t auf der positiven oder nega- 
tiven Seite der Linie gh liegt. Hieraus erkennt man sofort, 
dass das Potential Wt constant ist langs eines von g nach h 
laufenden Kreisbogens, und dass dasselbe also im Poncte gy 

12. und ebenso auch im Puncte h unencUich viele Werthe besitzt, 
entsprechend den unendlich vielen Kreisbogen, welche man 
von g nach h legen kann. 

Denkt man sich die Werthe «(;^ = + (gth) in geome- 
trischer Weise durch Perpendikel auf der betrachteten Hori- 
zontalebene dargestellt, und vergegenwartigt man sich ins- 
besondere diejenigen Perpendikel, deren Pusspuncte t einen 
von g nach h laufenden Kreishogen bilden, so bemerkt man, 
dass ihre Endpuncte einen congruenten Kreishogen liefern. 
Hieraus folgt, dass die von den Endpuncten sdmmtlicher 

13 Perpendikel gebildete Flache g atis lauter Kreishogen zu- 
sammengesetzt ist, die in verschiedenen Hohen theils liber, 
theils unter der Horizontalebene liegen, und deren End- 
puncte sammtlich in den durch g und h gehenden Vertical- 
linien gelegen sind. Auch bemerkt man, dass die Flache ^ 
in der Nahe der durch g gehenden Verticalen die Gestalt 

14. einer Schravbenfldche hat, deren Axe mit dieser Verticalen 
zusammenfallt**), und dass Analoges gilt in Bezug auf die 
durch h gehende Verticale. 

*) Solches ergiebt sich unmittelbar aas der Definition der (da)^ 
resp. {da)^\ vgL das bei (1.) Bemerkte. 

**) Man bemerkt, dass diese Schraubenflache nur einen Gang hat, 
femer, dass ihre eine H§.lfte u&er, die andere wnter der gegebenen 
Horizontalebene liegt. 
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Was endlich die sogenannten Grenzgestcdten der Wt be- 
triffl); so bemerkt man^ dass dieselben = ttT auf der posi- 
tiven, ==s — tJT auf der negativen Seite der Linie, ausserdem 
aber unendlich vieldeutig in jedem der beiden Endpuncte sind. 15. 
So kann z. B. Wtg, je nach der Richtung, in welcher man t 
dem Puncte ^ sich nahern lasst, alle moglichen Werthe 
zwischen — W und + 7!f annehmen, wie solehes in an- 
schaulicher Weise illustrirt wird durch die . schon erwahnte 
Schraubeuflache (14.). 

Zusammenfassung. — Die beiden Systeme der Wg und 
^t, von denen jedes fur sich allein betrachtet stetig ist, stossen 
ofifenbar in unstetiger Weise zusammen. Und zwar entsteht le. 
durch ihren Zusammenstoss langs der Linie gh eine doppelte 
Zerklufti:jpg. Denn in jedem Puncte s dieser Linie ist der 
daselbst direct vorhandene Werth Wg gleich Null, wahrend 
die von beiden Seiten her eintreflfenden Grenzwerthe w^ re- 
spective TUT und — TSr sind. 

Bexnerkung. — Um iiber die Werthe des Potentials 
w (10.) in der Nahe von g eine noch deutlichere Vorstellung 
zu gewinnen , bezeichne man die Innenwinkel des Dreiecks 
ght. mii A, fi, g), so dass also 

ist. Zugleich beschreibe man um g einen Kreis x mit einem 

Radius, der Meiner als gh ist, und bezeichne die schein- 

hare Grbsse dieses Kreises f iir einen in h befindlichen Beobachter is. 

mit 2B . Gestattet man nun dem variablen Puncte t inner- 

halb des Kreises x jede beliebige die Linie gh nicht iiber- 

schreitenSe Bewe- 

gung, so wird die 

Foripel (17.) von 

Augenblick zu Au- 

genblick in Giiltig- 

keit bleiben, sobald 

man festsetzt, dass 

die Variablen A, /J, g) 

wahrend jener Be- 

yregung sich Schritt fiir Schritt in stetiger Weise andern soUen, 

und ferner festsetzt,. dass /8 und g) jedesmal, wenn sie durch 




17. 
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Null geheuy ihr Zeichen wechseln sollen. Alsdann aber wird A 
zwischen und 27o y ferner /J zwischen — B und + B variiren, 
endlich 9? identisch sein mit Wt] so dass man die Formel (17.) 
auch so schreiben kann: 

A-\- P -{- Wt = '(!f, 

19. d. i. Wt — {'oS' ■— A) = — p ] 

hieraus folgt mit Riickblick auf (18.): 

20. abs [wt — (isr — A)] ^ B . 

Durch Verkleirierung von x kann man oflfenbar B beliebig 
nahe an Null herandriicken. Somit folgt aus (20.), dass man 
durch Verkleinerung von x den dbsoluten Betray der Different 

21. «(;,__ (^ - A) 

fur alle innerhalb x befindlicJien Puncte t unter einen beliebig 
gegebenen Kleinheitsgrad hinabdriiclcen Jcann. 

Der hier eingefiihrte zwischen und 2 "ST variirende 
Winkel A mag das Azimuth des Punctes t in Bezug auf 
9} Sfh genannt werden*). 

Betrachtung einer ungeschlossenen Curve von stetiger Biegung. 

Nimmt man fiir a eiue ungeschlossene Curve von stetiger 

22. Biegung mit den Endpuncten g, h und mit festgesetzter 
positiver Seite, und setzt man ausserdem ^==1, so lautet 
das zu untersuchende Potential (1.) folgendermassen: 

h 

23. Wx=f{da)xy 

9 
die Integration ausgedehnt tiber alle Elemente der Curve. 
Was zunachst 

Die Werthe w^ rasp, Wg^ Wu betriflpfc, so ergeben sich aus 
beifolgender Figur die Formeln: 

Wg= +(^5'*)> 
wo mn und glz die Tangenten der Curve in s und g vor- 
stellen. Auch erkennt man mit Riicksicht auf (22.), dass w^ 

*) D. i. in Bezug auf den Pol g und die Axe gK 
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langs der ganzen Curve von g bis h in stetiger Weise variirt *), 
und dass also Ws fiir solche Puncte s^ die unendlich nahe an 




g liegen, nur unendlich wenig von ««?y abweicht. Demgemass 
erhalt man die Formel: 

Wgg S=rz Wg . 26 

Genaueres. — Will man fiir die Stetigkeit der Function 
Ws im Puncte g einen strengeren Beweis haben^ so bezeichne 
man die inneren Winkel des Dreiecks ghs resp. mit (^), (h), (s). 
Alsdann ist: 

{9) + W:+ (s) = -ar , 

oder, was dasselbe [vgl. die.Figur, sowie auch (24.)]: 

(wg — a) + p + (-ar — M?,) = -sr, 

Oder einfacher geschrieben: 

Wt — Wg = p — a . 

Construirt man nun eine Winkelflache**) von der Weite a 
mit dem Scheitelpunct g und der Axe gJc, sodann eine zweite 
Winkelflache von derselben Weite mit dem Scheitelpunct h 
und der AxcT kg, und bezeichnet man das diesen beiden 
Flachen gemeinsame (dreieckformige) Gebiet***) mit 91, so 



*) ware z, B. a ein Ereisbogen, so wurde «?, constant, also 
Wg = w^ = Wf^ sein. 

**) Unter einer Winkelflache verstehe ich ein gleichschenkliges 
Dreieck mit unendlich wait entfemter GruDdlinie. DiiB Spitze dieses 
Dreiecks, den Winkel an der Spitze nnd die Halbirungslinie dieses 
Winkels bezeichne ich kurzweg als Scheitelpunct , Weite und Axe der 
Winkelflache. 

***) Dieses gemeinschaftliche Gebiet % ist in der umstehenden Figur 
schrafGrt. 



26. 
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sind die Winkel a und /J fur alle auf 21 gelegenen Puncte Sy 
ihrem absoluten Betrage iiach, kleiner als \b, Somit ist 
fiir diese Puncte abs (/8 — a) ^ f, also nach (26.): 

27. abs (Wi — w^ ^ £ . 

Folglich Tcann man von g aus auf der gegebenen Curve a eine 
Strecke gp von solcher Kleinhdt ahschneiden, doss fiir alle 
auf dieser Strecke hefmdlichen Puncte s die Different 

28. W;, Wg 

ihrem absoluten Betrage nach unter einem heliehig gegebenen 
Kleinheitsgrade liegt*). W. z. z. w. 

In ahnlicher Art wird man, mit Riicksicht auf (22.), die 
Stetigkeit der Function tv^ in jedem intermediaren Punct s 
nachzuweisen im Stande sein. 

Die ausserhalb a befLndlichen Werthe Wt sind liberall 

stetig, und, ebenso wie im vorhergehenden Beispiel, dar- 

29. stellbar durch eine krumme Fldche 5, welche im Bereich 

eines jeden der Puncte g, h die Gestalt einer Schraubenfldche 

hat**). — Denkt man sich nun, um auf die sogenannten 



*) Denn ist dieser Kleinheitsgrad gegeben = £ / so brancht man 
nur zwei Winkelflachen der genannteu Art, jede von der Weite b, zu 
construiren. AlsdaoD wird die auf dem gemeinschaftlichen Gebiet $( 
dieser beiden Flachen befindliche Caryenstrecke der gestellten An- 
forderung entsprechen. 

*'*') Aach bemerkt man^ dass die gegenwS.rtige FlS^he g mit der 
friiheren zum grossen Theil identisch ist, falls namlich die Endpuncte 
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Grenzwerthe naher einzugehen, drei einander unendlich nahe 
Puncte a, s, i, von denen s auf der gegebenen Curve a 
irgend welche intermedidre Lage hat, wahrend a und i resp. 
auf der negativen und positiven Seite von 6 liegen, so er- 
geben sich aus nachstfolgender Figur die Formeln: 

Wa^ — (gah) = — 9?, 

Wt = — (gsh) + '3^ = — 9? + tar, so. 

Wi = — (gih) + 2t3r = — ^ -|- 2t3r, 

wo 9? den gemeinschaftlichen Werth der drei Winkel (gah), 
(gsh), {gih) bezeichnet*). Die Werthe Wa^ Wi sind aber, 
weil a, i dem Puncte s unendlich nahe liegen, sogenannte 
Gren0tderthe , also mit Waay Wis zu bezeichuen, wodurch die 
vorstehenden Formeln iibergehen in: 

Wat = — ^ ) - 

Ws = — g) -{- ^, 31. 

Wis = — 9.+ Star. 

Und hieraus ergeben sich durch Subtraction die v\richtigen 

Relationen: 

Was = Ws — 'Sr, 

Wis = -m;, + tar , 

zu denen man iibrigens einfacher hatte gelangen konnen 
durch Anwendung gewisser allgemeiner Satze [vgl. (49.) 
Seite 141]. 

Lasst man nun ferner, um zur Untersuchung der Grenz- 
werthe Wtg iiberzugehen, den variablen Punct t langs einer 
gegebenen Linie tgc dem Puncte g sich nahern, so ergiebt 
sich aus nachstfolgender Figur: 

Wt = (htg), 33. 

oder, falls man t langs jener Linie unendlich nahe an g heran- 
riicken lasst: 



g^ h m beiden FS,llen dieselben sind. Id der That wird eine solche 
IdentitSit in alien Puncten der Ebene stattfinden, mit Aasnahme der- 
jenigen , welche innerhalb des von der Ctirve a und der geraden Linie 
gh omschloBsenen Gebietes liegen. 

*) Es kOnnen n^mlich diese drei Winkel als gleich gross betrachtet 
werden, weil die Puncte a, s, i einander unendlich nahe liegen soUen. 



^ 
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34 



35. 



36. 
87. 



Wtff = {hgc) . 
Andrerseits ist nach (24.): 

Wg = (hgk) . 
Hieraus folgt durch Subtraction: 

Wtg — Wg = ihyc) — (hgk) = (lege) , 
d. i. : Wtg — Wg =7S' — A , 

wo A das Azimuth der Linie gt, d. i. ihren Neigungswinkel 
gegen die positive Seite der Curve a bezeichnet*). Wdh- 




rend also der direct in g vorhandene Werth Wg (35.) ein 
vollig hestimmter ist, hdngt der Greniswerth Wtg (37.) 
wesentlich ah von dem Azimuth der Anndherung, d. i. 
von A . 

Genaueres. — Um liber die Verhaltnisse in der Nahe 
von g eine noch deutlichere Vorstellung zu gewinnen, be- 
zeichne man die Innenv\rinkel des Dreiecks ght resp. mit 
(^), (h), {t). Alsdann ist: 

iff) + (h) + (0 = tar, 
Oder, was dasselbe [vgl. (35.)]: 



*) L^sst man die Annaherung des variablen Functes t nicht langs 
der geraden Linie tgc^ sondern Ungs irgend einer (durch g gelegten) 
Curve erfolgen, so gilt ebenfalls die Form el (37.). Nur hat man als- 
dann unter A das Azimuth dieser Curve y d. i. denjenigen Winkel za 
versteheu, imter welchem diese Curve im Puncte g gegen die positive 
Seite der gegebenen Curve a geneigt ist. 
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(A — m;^) + /8 + g) = ^. 38. 

Denkt man sich nun um g einen kleinen Kreis x beschrieben, 
dessen scheinbare Grosse, von h aus betrachtet, 2B heissen 39. 
mag, iind gestattet man dem variablen Puncte t innerhalb 
dieses Kreises x jede beliebige die Curve a nicht iiber- 
schreitende Bewegung, so v\rird die vorstehende Formel (38.), 
.wahrend einer solchen Bewegung, fortdauernd in Gtiltigkeit 
bleiben, sobald man festsetzt, dass die Variablen A, /3, 97 
sich stetig andern soUen, und ferner festsetzt, dass p und (p 
jedesmaly wenn sie durch Null gehenj ihre Zeichen wechseln 
sollen, Alsdann aber v^rird A zwischen und 2715^, ferner /J 
zwischen — B und -|- B variiren, und q) identisch sein mit 
Wtf sodass man die Formel (38.) auch so schreiben kann: 

(A — w^) + p + wt = 7!r, 

d. i.: (wt — Wg) — ('S' — A) = — /8. 4o. 

Hieraus folgt mit Riickblick auf (39.): 

abs ]^t — "^^ — ('S' — A)] ^ B . 41. 

Durch Verkleinerung von x kann man oflFenbar B beliebig 
klein machen. Somit folgt aus (41.), dass man durch Ver- 
kleinerung von X den dbsoluten JBetrag der Differenz 

(wt — w^ — (ty — A) 

fur alle innerhalb x befindlichen Puncte t unter jeden beliebigen 
Kleinheitsgrad hinabzudruchen im Stande ist. 

Der hier eingefiihrte zwischen und 2 tar variirende 
Winkel A mag das Azimuth des Punctes t in Bezug auf 
g, heissen. 

§ 3. 

Betrachtnng einer nngeschlossenen Curve von beliebiger 

Beschaffenheit. 

Wie die Curve auch beschaffen sein mag, stets wird 
man von dem einen Endpuncte aus ein Stuck der Curve ab- 
schneiden konnen, v\relches frei von Ecken, aiso stetig gebogen 
ist. Folglich werden die geometrischen Verhaltnisse im Be- 
reich eines solchen Endpunctes genau dieselben sein, v^ie im 
vorhergehenden §, wo die ganze Curve stetig gebogen war. 

Neumann, Potential. * 18 
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Mit RUcksicht hierauf ergiebt sich aus (28.) und (42.) fol- 
gender Satz: 

Es sei a eine ganz beliebige (z. B. mit irgend welchen 
Ecken behaftete) von g nach h laufende Curve mit bestimmt 
festgeseteter positiver Seite, und 

43. Wx=j{da)x 

9 

das PoteivHal einer anf a ausgebreiteten Doppelbelegung vom 
Momente Eh%s. — Alsdann tvird sich, faiUs irgend ein Klein- 
heitsgrad s gegeben ist, stets um g ein Kreis x von solcJier 
Kleinheit heschreiben lassefi, dass fur aUe innerhalb x befmd- 
licJien Puncte s und t die Formdn geUen: 

abs {Ws — Wg) < a, 

abs [{wt — Wg) — (tar — A)] < £, 

ICO A das Azimuth des variablen Fundes t in Bezug auf g, a, 
d, i. denjenigen Winkd beiseichnet, unter wekhem die Linie 
g t gegen die positive Seite der Cto've a geneigt ist*). 

Wichtige Bemerkung. — Dieser Satz bildet den eigent- 
lichen Trdger der weiter folgenden allgemeinenUntersuchungen. 
Dies ist die Drsache, welche mich bewogen hat, die Grund- 

45. steine (28.) und (42.), auf welche dieser Satz basirt ist, im 
Vorhergehenden der genauesten Priifung zu unterziehen. 

§4. 

Das Potential einer Doppelbelegung von beliebigem Moment, 
dieselbe ausgebreitet gedacht auf einer ungesohlossenen Curve 

von beliebiger Besohaffenlieit. 

Es sei a eine ganz beliebige (z. B. mit irgend welchen 
Ecken behaftete) von g nach h laufende Curve, mit bestimmt 
festgesetzter positiver Seite; femer seien 

h h 

46. tOx=f{da)x und Wx= fil(d6)g 

9 V 

die Potentiale zweier auf a ausgebreiteter Doppelbelegungen, 
dereu Momente respective Eii%s und fi sind. Es sollen die 

*) Die Bezeiclmuugeii s, t sind angewendet in dem zu Anfang 
dieses Capitels [(2.), Seite 263] festgesetzten Sinne. 
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Eigenschaften von W untersucht werden, unter der Voraus- 
setzung, dass ft auf a stetig ist. *''• 

Die Endpiincte g^ h der Curve 0, — Mit Riicksicht auf 
(47.) ergiebt sich aus einem friiher besprochenen Hiilfssatz 
[Seite 145, vgl. namentlich auch die Note], dass die von x 
abbangende Function 

im Bereich des Punctes g stetig ist. Man kann also, falls 
irgend ein Kleinheitsgrad €^ gegeben ist, um g einen Bjreis 
X von solcher Kleinheit beschreiben, dass fiir alle innerhalb 
X befindlichen Puncte x {s und t) die Relation stattfindet: 

abs (Qa; — Qg) < s^ • «. 

Nun ist nach (48.): 

Qs—Qg = (TF, - W,) - (Ig {W, - Wg) , 
Qt — Qg = {Wt — Wg) — llg {Wt - Wg) , 

oder,^ was dasselbe: 

Ws—Wg = (Q, - Qg) + ilg {W^ ^ Wg), 

(Tr,-Tr^)-ft,('ar-A)=(Q,-Q,)+ft^[(t(;,-t(;,)-Car-A)], 

wo A das Azimuth des variablen Punctes t in Bezug auf g, 
sein soil. Was die rechten Seiten der Formeln (51.) betriflft, 
so kann man den um g beschriebenen Kreis x so weit ver- 
kleinern, dass fiu* alle innerhalb x befindlicben Puncte s, t 
die Relationen stattfinden: 

abs (Q, — Qg) < fO , 
u /n r»\ ^ n [zufolge des Satzes (49.)] 

hierauf aber kann man durch weitere Verkleinerung von x 
erreicben, dass ftir alle innerhalb x vorhandeiien Puncte s, t 
gleichzeitig auch folgende Relationen stattfinden: 

abs {Wt — w^ < a®, 

abs [(«;< - w,) - (^ - A)] < ^ . ^''^''^' ^'' ^"^^ ^**-^^- 

Solches ausgefiihrt, gewinnen die Formeln (51.) fiir die inner- 
halb X gelegenen Puncte s, t die Gestalt: 

abs (TT, — Wg) < B^ + ms^ , 
abs [{Wt- Wg) — f*^ (-cT — A)] < ao + ^s\ 
wo m den absoluten Werth von fig bezeichnet. — Der Hein- 
heitsgrad €^ unterliegt unserer Willkuhr, und kann also z. B. 

18* 
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so gewahlt werden, dass er zu irgend einem andern Klein- 
heitsgrad in der Beziehung steht: £® + wa® = £ . Mit 
Riicksicht hierauf ergiebt sich aus (52.) folgender Satz. 

Erstes Theorem, 

Es sei o eine ganz heliebige (z. B. mit irgend welchen 

Ecken behaftete) von g nach h laufende Curves mit hestimmt 

festgesetder positiver Seite, und 

h 
53. Wx =fii{da)x 

9 . 

das Potential einer auf a ausgehreiteten Doppelbelegungy deren 
Moment (i auf 6 uberall stetig ist, — Alsdann wird sich, 
falls irgend ein KUinheitsgrad a gegeben ist, jederzeit um g 
ein Kreis x von solcher Kleinheit heschreiben lassen, dass fur 
aUe innerhalb x befindlichen Puncte s, t die Formeln gelten: 

abs(Tr, - W,) < a, 

abs [{Wt - W,) -fi.iTSr — A)] < a, 

wo A das Azimuth des variablen Pundes t in Bezug auf 
g, a, d. i. denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem die 
Linie gt gegen die positive Seite der Curve 6 geneigt ist*). 
Aus diesen Formeln (54.) folgt sofort: 

wo alsdann A das Azimuth der Anndherung, d. i. das Azi- 
muth der unendUch kleinen Linie gt bezeichnet. 

Die intermedicUren Puncte der Ciirve 0. — Mit diesem 
Namen haben wir (vgl. Seite 264) air diejenigen Puncte der 
Curve bezeichnet, welche von den beiden Endpuncten durch 
irgend welche, wenn auch noch so kleine, Entfernungen ge- 
trennt sind. Somit ergiebt sich aus einem friihern Satz 
[(49.) Seite 141], dass die Function 

56. Ws + Hsi^s 

fiir alle intermedidren Puncte s stetig ist. Auch ergiebt sich 
aus jenem Satz, dass fiir jeden intermedidren Punct s die 
Formeln gelten: 



55. 



*) Man vgl. die vorhergehende Note. 
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. Was ={W's + Hsiis) — '^(is , 

Wis = {Ws+ ds^s) + 'a^f*5 , 67. 

dp dp ' 

wo a und i irgend zwei Puncte t sein soUen, die dem ge- 
gebenen Puncte s resp. von der negativen und positiven Seite 
sich nahern. 

§ 5. 

Fortsetzung. Die beiden Wertlisysteme des betrachteten 

Potentials. 

Wollen wir schliesslich eine deutliche Vorstellung uns 
verschaflFen iiber die Gesammtheit der Werthe des Potentials 
W (53.), so haben wir der Reihe nach zuerst das System 
der Wsy sodann das System der Wt zu betrachten. 

Das System der Werthe TF, . — Denkt man sich eine 
Function /', welche fiir die intermediaren Puncte s und fiir 
die Endpuncte g^ h durch die Pormeln definirt ist: 

U^w,, 

fs = Ws + iisils , 68. 

fH=Wn, 

so wird diese Function f, nach (56.), in jedwedem inter- 
medidren Punct s stetig sein. Was ferner die J?wdfpuncte be- 59, 
trifffc, so wird man, wie die gegebene Curve auch beschaffen 
sein mag, jederzeit von g aus ein Stiick der Curve abschneiden 
konnen, welches frei von EcJcen, mithin stetig gebbgen ist. 
Fiir alle Puncte s dieses Curvenstiickes ist alsdann &•, = 5 
so dass die Formeln (58.) fur dieses Curvenstuck die ein- 
fachere Gestalt annehmen: 

f9=W,, 
fs = Ws. 

Hieraus aber folgt mit Riicksicht auf die erste Pprmel (54.) 
sofort, dass f im Puncte g stetig ist. Analoges gilt fiir h, — eo. 
Auf Grund dieser Ergebnisse (59.), (60.) haben wir unserm 
ersten Theorem ein 
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Zweites Theorem 
beizufiigen, darin bestehend, doss die durch die Formeln 

definirte Function f auf 6 allenthalben stetig ist, sowohl in 
den intermediaren Punden s, wie auch in den Endpuncten 
g, h. Hieraus folgt, dass die Function Ws durch Abdnderung 
ihres Werthes in gemssen einzelnen Punden (den Ecken der 
Curve) in eine Function Ubergeht, welcJie auf der Curve 
allenthalben stetig ist. 

Das System der Werthe TFi. — Diese Wt sind ofifen- 
bar iiberall stetig*). In BetreflF ihrer Grenzwerthe ist zu ver- 
weisen auf die Ergebnisse (55.) und (57.), so dass wir, alles 
zusammengefasst, zu folgendem Satz gelangen: 

Drittes Theorem, 

Bos System der Wt [vgl. die Definition (53.)] ist in jedem 
Puncte t stetig. Ldsst man den variablen Punct t irgend 
einem intermediaren Puncte s von der negativen oder 
positiven Seite sich ndhern, und bezeichnet man denselben 
im er stern Fall mit a, im letztern mit i, so geUen fiir die 
betreffenden Grenzwerthe Was wwd Wis die Formeln: 

Was = (Ws + iisiis) - -STf*, , dW^ dW^ 

Wis = iWs+ Usui's) + '^ll'sy dp '^ dp ' 

wo p eine beliebige Bichtung vorstellt. — Ldsst man ferner 
den variablen Punct t einem der Endpuncte, z, B. dem 
Puncte g sich ndhern, so gilt fur den betreffenden Grenzwerth 
Wtg die Formel: 

WO A das Azimuth der Anndherung, d, i. das Azimuth 
der unendlich Ueinen Linie gt vorstellt 

Die drei allgemeinen Theoreme (53.), (61.), (62.) inclu- 
diren alle friiheren Satze des gegenwartigen Capitels als 
specielle Falle. 

*) Denn wir verstehen ja unter den t nur solche Pancte, die ausser- 
hdlb a liegen, also von a durch irgend welche, wenn auch noch so 
kleine, ZwischenrSiume getrennt sind. 
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Die Theorie der kanonischen Potentialfunctionen. 

Wir konnen von den ,,Pot€ntidlfunctionen eines gegebenen 
Gebietes^^ sprechen, indem wir — nach dem Vorgange von 
Lipschitz und auch wohl anderer Mathematiker — unter einer 
solchen Function das Potential irgend welcher Massen ver- 
stehen, die theils ausserhdW, theils auf der Grenze des ge- 
gebenen Gebietes ausgebreitet sind. Diese Potentialfunctionen 
bilden das eigentliche Thema unserer Betrachtungen. In der 
That drehen sich fast all' unsere Untersuchungen, sowohl 
die vorangegangenen als auch- die noch weiterhin anzustellen- 
den, um die Auffindung derjenigen Potmtialfunction eines i. 
gegebenen Gebietes j welche auf der Grenze desselben mit daselbst 
vorgesehriebenen Werthen entweder vollstdndig oder dock bis 
auf eine additive Constante iibereinstimmt Wahrend wir aber 
bisher jene vorgesehriebenen Werthe immer als stetig vor- 
ausgesetzt haben, wollen wir gegenwartig annehmen, dass 
dieselben unstetig seien, und in Ueberlegung ziehen, ob viel- 
leicht dieser zweite Pall auf den ersten sich reduciren lasse. 
Um die Frage genauer zu formuliren, betrachten wir ein be- 
stimmtes Beispiel: 

Es sei 6 eine stetig gebogene geschlossene Flache, ferner 
3 der Raum innerhalb a, und es sei irgend welche Mefhode 2. 
?D^ bekannt*), mit Hiilfe deren man die Potentialfunctionen 
Ae^ Raumes 3 ^^^ stetig gegebene Grenzwerthe wirklich zu 
construiren vermag. — Es fragt sich, ob man alsdann jene 
Potentialfunctionen auch fur solche Grenzwerthe f zu bilden 



*) Eine solche Methods 9Ji wird z. B. die Methode des arithmetischen 
Mittels sein, falls die Flache a zweiten Ranges und keine zwei- 
sternige ist. 



4. 



280 Achtes Capitel. 

8. im Stande ist, welche auf langs einzelner Curven mit end- 
lichen Differ enzen behaftet, sonst aber stetig sind*). 

Bildeu wir, um naher liierauf einzugehen, das diesen f 
entsprechende Integral: 

U^ = 4/"^^^^ = ^ffid^)' . ['«'• Seite lU. 122] , 

d. i. das Potential einer auf 6 ausgebreiteten Doppelbelegung 

f 
vom Momente -— , und beachten wir, dass die Flache o 

"in ' 

nach unserer Voraussetzung (2.) von stetiger Biegung ist, so 
erkennen wir leicht, dass die Werthe Us von der Unstetig- 
keit der /i in keinerlei Weise afficirt , sondern trotzdem stetig 
sind**). Auch erkennen wir, dass die Ui zu den U, in der 
Beziehung stehen-: 

5. Uis =Us + fs] [vgl. Seite 116] ; 

SO dass also die Stetigkeit der Ug sich unmittelbar auf die 
{fs — Uis) iibertragt. Folglich werden wir mit Hiilfe der be- 
kannten Methode 3Ji (2.) diejenige Potentialf unction Vi des 
Raumes 3 zu construiren im Stande sein, welche auf a die 
Werthe (/i — Uis) besitzt, also der Relation entspricht: 

6. Vis-=fs— Uis. 

Geben wir dieser Relation aber die Gestalt: 



*) Ob diese Unstetigkeitscurven geschlossen oder uogeschlossen 
sind , ferner ob sie einander sclineiden oder nicht schneiden , mag vollig 
dahiDgestellt bleiben. 

**) Um diese Behauptung zu rechtfertigen , bescbreiben wir um 
irgend einen Punct Sq der Flache a eine kleine Eugelflache^ dutch 
welche a in einen innern Theil <;' und einen aussern Theil ff" zerfallt. 
Zufolge unserer Voraussetzung (2.) kann der innere Theil a\ bei hin- 
reichender Eleinheit der Kugelflache, als eben, mithin als eine kleine 
Kreisfldche angesehen werden. fiilden wir nun das Integral U fCir irgend 
einen auf a, und zwar auf <f' gelegenen Punct 8, so kann dasselbe in 
zwei Theile zerlegt werden, entsprechend den Flachen a' und a": 

u, = u; + u;'. 

Mit Biicksicht auf (4.) erkennen wir aber sofort, dass in alien Elementen 
des Integrals TJ^ der Winkel «• = 90% mithin U^ = ist. Folglich wird: 

und hieraus ersehen wir sofort, dass U^ bei einer kleinen Bewegung des 
Punctes 8 in stetiger Weise variirt; w. z. z. w. 
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so erkennen wir sofort, dass (Ff+ Ui) die eigentlich ge- 
suchte Potentialfunction reprSsentirt, namlich diejenige, deren 
Grenzwerthe mit den vorgeschriebeiien / identisch sind. — 
Die vorhin aufgeworfene Prage ist daher h^aJiend zu beant- 
worten. Mit anderen Worten: 

Bezeichnet c eine uberall stetig gebogene geschlossene 
Flache, ferner 3 ^^^ Baum innerhaJb 0, und ist man im 
Besitis irgend welcher Methode mr Bildung der Potential- s. 
functionen des Baumes 3 /*^^ vorgeschriebene stetige Grenz- 
werthe^ so wird man diese Functionen auch fur solche Grenz- 
werthe zu hilden im Stande sein, welche Idngs einzelner Curven 
mit endlichen Differenzen hehaftet, sonst aher stetig sind, 

Analoges gilt selbstverstandlich in der Ebene, mit Bezug 
auf das Logarithmische Potential ^ so dass man sagen kann: 

Bezekhnet eine stetig gebogene geschlossene Curve, 
ferner 3 das Gebiet innerhalb a, und ist man im Besitz irgend 
welcher Methode zur Bildung der Potentialfunctionen des Ge- o. 
bietes ^ fiir vorgeschriebene stetige Grenzwerthe, so wird man 
diese Functionen auch fiir solche Grenzwerthe zu construiren 
im Stande sein, welche in einzelnen Puncten mit endlichen 
Differenzen behaftet,- sonst aber stetig sind. — Uebrigens 
werde ich diesen Satz im gegenwartigen Capitel in grosserer 
Strenge und zugleich auch in grosserer Allgemeinheit be- 
weisen, namlich zeigen, dass derselbe auch dann in Kraft 
bleibt, wenn die gegebene Curve a mit irgend welchen Ecken 
behaftet ist. 

Vor alien .Dingen fragt es sich, ob das in (9.) behandelte 
Problem ein voUig bestimmtes sei, ob also eine Potential- 
function Wi des Gebietes 3 durch Angabe ihrer Grenzwerthe 
f etndeutig bestimmt werde, — immer vorausgesetzt, dass 
diese f keine anderen Unstetigkeiten haben als solche, die 
in einzelnen .Dififerenzpuncten bestehen. Ich werde zeigen, 
dass solches der Fall ist, sobald man noch gewisse, den ein- 
zelnen Dififerenzpuncten entsprechende Bedingungen hin- 
zuffigt. Diese accessorischen Bedingungen sind leicht an- 10. 
gebbar. Bezeichnet namlich g irgend einen der in Rede 
stehenden Dififerenzpuncte, und sind /\ und f^ die in g 
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zusammenstossenden Werthe von /, so besteht die dem Puncte 
g entsprechende accessorische Bedingung daiin , dass alle inner- 
halb eines um g beschriebenen kleinen Kreises befindlicben 
Werthe Wi durch Verkleinerung dieses Kreises theils in das 
Intervall fi'''f2 hinein, theils beliebig nahe an dasselbe 
heranziehbar sind. 

Analoges ist zu bemerken iiber das Gebiet 21, d. i. iiber 
dasjenige Gebiet der Ebene, welches ausserhalb der ge- 
schlosserien Curve a liegt. Um die Behandlung des Gebietes 
51 mit der des Gebietes 3 nioglichst conform zu machen, 
empfiehlt es sich, den BegrifiF der Potentialf unction ein wenig 
zu modificiren, indem man einerseits verlangt, dass die 
Summe der das Potential erzeugenden Massen stets NuU sein 
soil, andrerseits aber der Potentialfunction von dem wirk- 
lichen Potential durch irgend eine additive Constante abzu- 
weichen gestattet. Fiir diesen modificirten BegrifiF woUen wir 
das Epitheton j,Jcanonisch^^ anwenden; so dass wir also, mag 
es sich nun um das Gebiet 31 oder 3; oder um irgend ein 

11. anderes Gebiet 51 handeln, unter einer kanonischen Po- 
tentialfunction dieses Gebietes stets eine solche ver- 
stehen, die abgesdien von einer additiven Constante das 
Potential irgend welcher ausserhalb oder auf der Grenze des 
Gebietes ausgebreiteter Massen von der Summe Null ist. 

Sind ferner auf der Grenze des Gebietes S irgend welche 
Werthe /* vorgeschrieben , so woUen wir unter der diesen 

12. Werthen f entsprechenden kanonischen Potentialfunction des 
Gebietes J diejenige verstehen, welche an der Grenze im 
AUgemeinen mit den f identisch ist, insbesondere aber, falls 
die f mit einzelnen DifiFerenzpuncten behaftet ^ind*, in jedem 
solchen Puncte der vorhin angedeuteten accessorischen Be- 
dingung (10.) entspricht. 

Potentialfonctionen mit stetigen Grenzwertlien.. 

Es wird angemessen sein, uns zunachst an gewisse Satze 
von Neuem zu erinnern, namlich an die Theoreme (A.^^ 
und (J.^*). Das erstere, oder wenigstens ein specieller Fall 
desselben lautet folgendermassen (vgl. Seite205): Soil 0o das 
Potential irgend welcher auf odev innerhalb ausgebreiteter 
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Massen yon der Summe Null sein^ und soil dieses Potential 

auf selber von daselbst vorgeschriehenen Werthen f 

nur darch eine unbestimmte additive Constante sich unter- 

scheiden : 

Oa, = /i + Const. , 

so sind hierdurch sammtliche Werthe 0a eindeutig bestimmt. 
Setzt man 0a — Const. = Wa , so gewinnt dieses Theo- 
rem folgende etwas bequemere Form: 

Mne Function Wa, welche, ahgesehen von einer unbe- 
stimmten additiven Constante, das Potential irgend wdcher 
auf Oder innerhalb o ausgebreiteter Massen von der Summe 
Null vorstellen, und auf selber vorgeschriebene Werthe i. 
besitzen soU: 

ist durch diese Bedingungen fur sammtliche Puncte a ein- 
deutig bestimmt 

Andererseits konnen wir das Theorem (J!.***) in folgender 
Weise ausdriicken (vgL Seite 208): 

Eine Function Wi, welche das Potential irgend welcher 
auf Oder ausserhalb 6 ausgebreiteter Massen vorstellen, und 2. 
auf 6 selber vorgeschriebene Werthe besitzen soil: 

ist durch diese Bedingungen fur sammtliche Puncte i eindeutig 
bestimmt. 

In wie weit nun aber diese Theoreme (1.), (2.), bei 
denen wir etillschweigend die vorgeschriehenen f als stetig 
vorausgesetzt haben, auch noch gelten fur unstetige f, be- 
darf einer nahem Dntersuchung, bei der wir beginnen werden 
mit moglichst einfachen Fallen. 

§ 2. 
Potentialfanctionen mit unstetigen Grenzwerthen. 

Die auf vorgeschriehenen Werthe f mogen, bis auf 
TBinen gewissen Punct g, daselbst uberall stetig sein. In g 
aber mogen von beiden Seiten verschiedene Werthe /J und /^ 3. 
zusammenstossen^ sodass also in g ein sogenannter Stufen- 
punct Oder Differenzpunct vorhanden ist. 
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Soil nun diejenige Function Wa ermittelt werden, welche 
mit Bezug auf diese f den Anforderungen (1.) entspricht, 
so ist Yor alien Dingen zu bemerken^ dass durch diese f die 
Grenzwerthe von Wa nur unvollJcommen gegeben sind. Denn 
wir wissen nicht, ob in g das f^ oder das /^ oder vielleicht 
irgend eine dritte Grosse als Grenzwerth anzusehen sei*). Es 
bediirfen daher die an Wa gestellten Anforderungen, weil 
sie in ihrer gegenwartigen Gestalt an Undeutlichkeit oder 
(besser gesagt) an einem innern Widersjpnich leiden, irgend 
welcher Modification. 

Es sei, um die Vorstellung zu fixiren: 

fi < U ; **) 

und ferner sei, der grossern AUgemeinheit willen, g ein Eck- 
punct von 0, Man beschreibe um g eine kleine Kreis- 
5. peripherie: x + A 

von variablem Radius, wo x den auf 31, und A den auf 3 
gelegenen Theil der Peripherie vorstellen soil. Ferner be- 
zeichne man mit r den ausserhalb dieser Peripherie gelege- 
nen Theil von a; so dass also 

6. X -f T 

eine geschhssene Curve vorstellt, deren Beschaflfenheit bei 
einer Verkleinerung des genannten Kreisradius von Augen- 
blick zu Augenblick sich andert. — Solches vorangeschickt, 

7. hehaupten wir nun , dass die Function Wa eindeutig bestimmt 
sei, sobald man sie folgenden drei Bedingungen unterwirft: 

I. Die Function W oder Wa soll^ abgesehen von einer 

8. unhestimmten additiven Constanten, das Potential irgend weir 

*) Allerdings soli W^ , abgesehen von einer additiven Constanteny 
das Potential irgend welcher auf oder innerhalb a ausgebreiteter Massen 
von der Summe Null sein. Folglich miissen die Extreme der W^ [nach 
dem Theorem (A'), Seite 37j auf der Grenze von 21, d. i. auf aliegen. 
Doch kann man hieraus, weil die Angabe jener Grenzwerthe eine sehr 
undeutiiche resp. eine sich selber widersprechende ist, keinen weitem 
Schiuss Ziehen, also nicht etwa behaupten, dass jene Extreme unter 
den vorgeschriebenen Werthen f anzutreffen seien. Denn es k5nnte ja« 
z. B. ein solches Extrem in g Hegen, und daselbst dargestellt sein durch 
jene (oben genannte) dritte Grosse, welche vQllig unbekannt ist. 

**) Wir wollen namlich den speciellen Fall /i = fx keineswegs aus- 
schliessen. 



^ 



Di& Theorie der kafionischen PotentialfunctioneD. 285 

cher auf oder innerhalb ausgehrdteter Massen von der 
Summe Null vorstellen. 

II. Die Wt (d. i. die Werthe, welche W auf x hesitzt) 
soUen mit den vorgesehriebenen Werthen f identisch sein: 

wie weit man x auch verJcleinern mag*). 

III. Die Wx (d. i, die Werthe, welche W auf x hesitzt) 
sollen durch VerJcleinerung von x theils in das Intervallf^...f2 
hinein, theils heliebig nahe an dasselbe heranziehhar sein. 
Mit anderen Worten: Jene Werthe Wx sollen der Bedingung 
entsprechen: 

wo B {x) eine von x ahhdngende positive Grosse vorstellt, welche 
durch VerJcleinerung von x heliebig Tdein gemacht werden 
Jcann*^). 

Um unsere Behauptung zu rechtfertigen***), woUen wir 
Die aiis diesen Bedingungen I.^ II., III. sicli ergebenden 
Consequenzen einer nahern Untersucbung unterwerfen. Wir 
Tbetrachten irgend eineu Punct a ausserhalh <y, bewirken 
durch gehorige Verkleinerung von x, dass derselbe auch 
ausserhalh x-\-x liegt, und erhalten sodanu durch Anwendung 
des Theorems {A!)y Seite 37, auf die Curve x + ^ die Formel : 

K' <Wa< G\ 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso, wo K' den klein- 



*) Selbstverstandlich ist unter einer Yerklemerung von % stets 
eine Verkleinerung des Badius von x zu verstehen. L3*Bst man eine 
Bolche erfolgen, so wird hierbei der ausserhalb %-{- X liegende Theil t 
der Curve a mehr und mehr anwachsen, indem die beiden Endpuncte 
von T dem festen Puncte g sich mehr und mehr nS.hem. Die 11. Be- 
dingung verlangt also, dass die auf diesem anwachsenden Theile r 
vorhandenen Werthe von W stets identisch sind mit den vorgesehriebe- 
nen f, wie weit man jenes Anwachsen durch fortgesetzte Verkleinerung 
des genannten Radius auch treiben mag. 

**) Die Gr&sse £(x) soli abhangig gedacht werden von % oder, ge- 
nauer ausgedruckt, y om Eadius von x; und soil also der Art sein, 
dass sie durch fortgesetzte Verkleinerung dieses Radius unter jeden 
gegebenen Eleinheitsgrad hinabgedruckt werden kann. 

***) Wir werden zu dieser Bechtfertigung erst am Schluss des § ge- 
langen, durch den Satz (24.) 



9. 



10. 



II. 



12. 



13. 
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3teD der Werthe W^, Wt, und 6r' den grossten derselben 
bezeichnet. 

Nun ist, falls man den kleinsten und grossten der vor- 
geschriebenen Werthe /*(3.) mit K und G benennt, nach 11. : 

ferner nach III,: 

also durch Zusammenfassung beider Formeln: 

also nach der Definition von K', G': 



{f-} 



Mit Riicksieht hierauf folgt aus (9.): 

K^s{x) < Wa < G+e(x), 

die Zeichen • genommen in sensu rigoroso. In dieser letzten 
Formel ist ausser b{x) alles fest. Denn a reprasentirt den^ 
zu Anfang ausserhalb 6 willkiihrlich gewahlten Punct^ den 
wir aber, nachdem er einmal markirt ist, nicht weiter andern 
wollen; und K, G sind gewisse den vorgeschriebenen f 
eigenthiimliche Constanten. Hingegen reprasentirt £(x) die 
in in. genannte positive Grosse, welche durch Verkleinerung 
von K beliebig klein gemacht werden kann. Die Formel 
sagt daher aus, dass K — « < Wa < (r + ^ sei, wie klein 
man sich die Grosse e auch vorstellen mag, sagt also aus, dass 

K^Wa<G 

sei, welche Lage der Punct a ausserhalb 6 auch haben mag. 

Genaueres. — Wir werden zeigen, dass man in (13.) 
statt ^ auch das strengere Zeichen < setzen darf. — Man 
beschreibe um den beliebig gewahlten Punct a eine kleine 
Kreisperipherie a, die voUstandig ausserhalb liegt*), und 
bezeichne den kleinsten und grossten unter den auf a vor- 
handenen Werthen W mit Wa, und Wa^, indem man unter 



*) Solches ist stets m5glich, well a ausserhalb a liegt; vgL die 
friiher (Seite 31) in Betreff a, s, t, 9(, 3 gemachten Determinationen. 
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a^ und aj diejenigen Puncte von a versteht, in denen diese 
Werthe sich vorfinden. Durch Anwendung des Theorems 
(t^.), Seite 40, auf die Peripherie a folgt sofort: 

Wa, <Wa<Wa,, 14. 

die Zeichen gencrmmen in smsu rigoroso. Wie klein nun 
die durch diese Formel constatirten Unterschiede auch sein 
mogen, stets wird eine positive Grosse 8 angebbar sein, 
welche noch kleiner ist, sodass man erhalt: 

Wa,+8 < Wa < Wa.-8. 15. 

Solches vorangeschickt, verkleinere man den um g beschriebe- 
nen Kreisbogen x so weit, bis die um a besehriebene Peri- 
pherie a voUstandig ausserJialh der Curve x + ^ li^gt; als- 
dann erhalt man durch Anwendung des Theorems (-4/), 
Seite 37, auf die Curve x -{- 1 die Formel: 



die Zeichen genommen in sensu rigoroso, Hier reprasentiren 
K% 6r', ebenso wie friiher, den kleinsten und grossten der 
Werthe Wx , Wt . Nunmehr verkleinere man den Bogen x 
noch weiter, bis das in III. und (10.), (11.); (12.) enthaltene 

£(ic) gleich wird mjt — ; so dass z. B. die Formel (11.) liber- 
geht in: 

Aus (16.), (17.) folgt sofort: 

oder, falls man 8 addirt, resp. subtrahirt: 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Hierdurch aber 
gewinnt die Formel (15.) die Gestalt: 

' 100 ^ '^<^ ^ ^ 100 ' 
woraus a fortiori folgt: 

K < Wa < Cr] W. Z. Z. W. 19. 
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Zusammenfassung. — Stillschweigend habeu wir bis 
jetzt den trivialen Fall, dass Wa constant sei, ausser Acht 
gelassen. Ziehen wir nachtraglich diesen Fall mit in unsern 
Gesichtskreis , so gelangen wir zu dem Resultat, d(zss in Be- 
treff cler den Bedingungen (8. 1, II, III) unterpoorfenen Function 
Wa nur 0wei Mbglichkeiten vorhanden sind: 

Erster Fall: W ist auf% nickt Uherall constant. Als- 
dann muss^ falls man dm Jcleinsten und grossten der auf d 
vorgeschriebenen Werthe f mit K, G hemchnet, filr jeden be- 
liehigen Punct a (endlichen wie unendlich fernen) di^ For- 
mel stattfinden: 

20. K<Wa<G, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Zw.eiter Fall: W ist auf 91 Uherall constant"^). Als- 
dann ist die ehen erwdhnte Formel (20.) nicht mehr giiUig, 
indem die durch sie behaupteten Untersehiede der aUgemeinen 
Ghichheit Plat0 machen^ so dass man 0U schreihen hat: 

21. K=Wa = G, 

Unter alien Umstanden ist mithin^ wie durch Zusammen- 
fassung der Formeln (20.), (21.) sich ergiebt: 

22. K < Wa < G. 

Betrachten wir nun den speciellen Fall, dass die auf a vor- 
geschriebenen f constant, etwa == C sind , so wird oflfenbar 
auch K= G = Cj mithin nach (22.) : 

C ^Wa<C, 

d. i.: Wa = C. 

Sind also die auf a vorgeschriebenen Werthe f constant, so 
wird die den Bedingungen (8. I, II, III) unterworfene Function 
■is. Wa allenthalben constant sein. — Hieraus ergiebt sich 
sofort ein zweiter wichtiger Satz, der so lautet: 

Die den Bedingungen (8. 1, II, III) unterworfene Function 
24. Wa ist durch diese Bedingungen eindeutig bestimnit. 

Beweis. — Existirten zwei jenen Bodingungen ent- 
sprechende Functionen Wa und Way so wiirde offenbar ihre 
Differenz ZJa = Wa — Wa drei analogen Bedingungen Ge- 



*) Vgl. die zweite Note Seite 284. 
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niige leisten, welche von jenen nur dadurch sich unter- 
scheiden, dass statt der /* andere Grenzwerthe auftretcD, 
welche durchweg Null sind. Hieraus aber folgt mit Riick- 
sicht auf (24.), dass Ua allenthalben Null ist; w. z. b. w. — 
Hiermit ist zugleich auch die Behauptung (7.) gerechtfertigt. 

§ 3. 
Einige sich anschliessende Bemerkimgen. 

Nach wie vor mag Wa hinsichtlich der gegebenen f (3.) 
den Bedingungen (8. I, II, III) unterworfen sein, was ange- 
deutet sein mag durcb das Schema: 

IPotentialbedingung , 25. 

/•,_£(«) ^ Tr,^A+6(x). 

Wir steigen von hier aus zunachst hinab zu einfacheren 
Dingen, namlich zu Potentialfunctionen mit stetigm Grenz- 
werthen. Wir woUen namlich annehmen, auf <y seien irgend 
welche Werthe 9? vorgeschrieben , die daselbst uberall stetig 
sind; und es ware Qa die hinsichtlich dieser 9? den Be- 
dingungen (1.) entsprechende Function, was angedeutet sein 
mag durch das Schema: 

-. I Potentialbedingung , ' 26. 

" \ Qf, = (pfj ^ mithin auch: Q^ = (p^ . 

Der in einem Puncte a vorhandene Werth Qa wird also 
durch Annaherung dieses Punctes gegen einen gegebenen 
Randpunct 6 beliebig nahe an <pa herangedrUckt werden 
konnen. Oder was dasselbe; Man wird um 6 eine Kreis- 
peripherie von solcher Kleinheit beschreiben konnen, dass 
alle auf dieser Peripherie befindlichen Werthe Qa um weniger 
als s' von (pa abweichen, wo e' einen beliebig gegebenen 
Kleinheitsgrad vorstellt. Solches gilt fur jeden Punct a, 
also z. B. auch fiir g, so dass man also mit Bucksicht 
auf den um g beschriebenen Kreisbogen x die Formel auf- 
stellen kann: 

(fg — £\x) ^ Qx < (pg + «'W y ^• 

wo s' oder f '(^) ®^^® ^^^ ^ abhangende positive 6r5sse vor- 

Neumann, Potential. 19 
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stellt, welche durch VerkleineruDg von x unter jeden gegebe- 
nen Kleinheitsgrad hinabdriickbar ist. Durch Hinzufiigung 
dieser Formel (27.) gewiniit das Schema (26.) die Gestalt: 

28. f Potentialbedingung , 

[ <pg— s\x) ^ Qx < (pg+ f'(x); 

wodurch alsdann eine voUstandige Analogic erzielt ist mit 
dem Schema (25.) der Function Wa • 

Addiren wir die Functionen Wa und Qa, so wird die 
so entstehende neue Function {Wa -i- Qa) nach (25.), (28.) 
folgendem Schema entsprechen: 

^ ( PotentialbedinguDg , 

WO E(x) == «(x) + «'(x), also eine Function von x ist, die 
wiederum durch Verkleinerung von x beliebig klein gemacht 
werden kann. 

Aus der Analogic der Schemata (25.) und (28.) ersehen 
wir, doss die Bedingungen (8. I, 11, III) fwr dm speddlen 

30. Fall stetiger. Grenzwerthe gleichbedeutend sind mit den 

frilheren Bedingungen (1.). — Sodann aber erkennen wir 

ferner mit Hinblick auf (29.), dass wenn zwei Functionen 

Wa wnd Qa jenen Bedingungen respective fiir die Grenzwerthe 

31. f und (p Genuge leisten, alsdann Gleiches auch gilt von der 
Function {Wa + Qo) f^^ ^^^ Grenzwerthe (/*+ 9)- "~ Gleich- 
zeitig erkennen wir, dass dieser letzte Satz giiltig bleibt, 
wenn die f beliebig viele Differenzpuncte haben , ebenso auch 
dann, wenn Analoges bei den 9 stattfindet, gleichviel, ob 
die Diflferenzpuncte der (p mit denen der f zusammenfallen, 
oder irgend welche andere Lagen besitzen. Nur bediirfen in 
solchen Fallen die Bedingungen (8. I, II, III) einer leicht zu 
erlr-inenden Modification*). 

Endlich erkennen wir (was kaum noch der Anfuhrung 

*) Denn man hat, wenn die betreffenden Grenzwerthe n Differenz- 
puncte g besitzen, n Ereislinien x -|- X anzuwenden, ferner unter t 
denjenigen Theil von a zu verstehen, der ausserhalb dieser n Ereis- 
linien liegt, u. s. w. 
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bedarf), dass, wenn eine Function Wa den Bedingungen 
(8. I, II, III) fur die Grenzwerthe f Genilge leistet^ alsdann 32. 
GUiches gilt von der Function C Wa fur die Grenzwerfhe Cf; 
vorausgesetzt y dass C eine Constante ist 

§4. 

Definition der kanonischen Potentialfanctionen. 

Man kann die Betrachtungen der letzten §§ in doppelter 
Art erweitem, einerseits dadurch, dass man die vorgeschriebe- 
nen Grenzwerthe f mit heliebig vielen Differenzpuncten sich 
ausgestattet denkt, andererseits dadurch, dass man von der 
Betrachtung des Gebietes 91 zu der des Gebietes 3 sich hin- 
wendet. Es wiirde hierbei im hochsten Grade schwerfallig 
und schleppend sein, fortwahrend von Potentialfanctionen zu 
sprechen, die fiir das gegebene Gebiet den Bedingungen 
(8. I, II, in), oder dhnlichen Bedingungen Geniige leisten; 
und es mag daher gestattet sein, derartige Functionen kurz- 
weg als Icanonische Potentialfunctionen zu bezeichnen, unter 
Anwendung folgender Determinationen. 

Die kanonisclien Potentialfanctionen des Gebietes 91. 
Wir denken uns auf dem Rande von 21, d. i. auf irgend 
welche Werthe f vorgeschrieben, die daselbst entweder liberall, as. 
oder doch wenigstens bis auf einzelne Differenzpuncte g stetig 
sind , beschreiben im letztern Fall um jeden solchen Punct g 
eine kleine Kreisperipherie x + ^; wo x den auf 21, andrer- 
seits A den auf 3 gelegenen Kreisbogen vorstellen soil, be- 34. 
zeichnen femer den ausserhalb all' dieser Peripherien befind- 
lichen Theil von a mit r, und definiren alsdann die den 
Werthen f entsprechende Icanonische Fotentialfunction W oder 
Wa des Gebietes 21 durch folgende Bedingungen: 

I. Die Function W soU, ahgesehen von einer additiven 
Constante, das Potential irgend welcher ausserhalb 21, resp. 
auf der Grenze von 21 ausgebreiteter Massen von der Summe s6. 
Null sein. 

II. Die Function W soil auft die vorgeschriebenen Werthe 

f besitzen: 

W,=f,, 

une weit man die Badien der x auch verMeinern mag. 

19* 
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III. Sind /*! ^ /!; die Werthe der f in irgend einem 
Puncte g, so sollen die Werthe y welche W aufdem zugehiirigen 
Kreishogen x hesitzt, der Formel entsprechen: 

WO s{x) eine positive Grosse vorsteUt, welche dwrch VerMeinerung 
des Radius von x heliebig Mein gemacht werden Jcann, Diese 
Bedingung soil erfiillt sein fiir jeden der Puncte g. 

Die kanonisclien PotentialfiuK^ionen des Gebietes ^ 
mogen in einigermassen ahnlicher Weise definirt werden. 
Wir wollen namlich festhalten an den schon genannten 
Werthen f (33.), ferner an den Constructionen x, X, r (34.), 
und sodann die den Werthen f entsprechende kanonische Po- 
tentialfunction W oder Wi des Gebietes ^ durch folgende Be- 
dingungen definiren: 

I. Die Function W soil das Potential irgend welcher 
36. ausserhalh 3» ^^P- ^"^f ^^^ Grenze von 3 gelegener 
Massen sein. 

IL jDiese Bedingungen sollen Wort far Wort eben so laaten, wie 
JJJ ivorhin in (35. II, III), nur uberall 3, t, X statt 31, a, x gesetzt. 

Bezeichnet man die den Bedingungen (36. I, II, III) 
entsprechende Function mit 

37. Wi = Pot (-af ) , 

indem man unter M die Summe der betrefiFenden Massen 
versteht, so kann man dafiir oflfenbar auch schreiben: 

88. Tr, = Pot(Jf +M) — K, 

vorausgesetzt, dass die Masse M fiber eine das Gebiet 3 (in 
beliebiger Entfernung) umschliessende Kreisperipherie gleich- 
formig vertheilt ist, und K das constante Potential dieser 
Masse M auf innere Puncte vorsteUt. Denkt man sich nun 
nachtraglich M so gewahlt, dass Jf -f M = ist, und K 
dem entsprechend, so ist die Function Wi durch (38.) in das 
39. Potential von Massen verwandelt, deren Summe NuU ist, 
unter Hinzufugung einer gewissen additiven Constante. Folg- 
lich kann man die Bedingung (36. I) auch so ausdriicken: 

Die Function W oder Wi soil, ahgesehen von einer addi- 
tiven Constante, das Potential irgend welclier ausserhalh 3 
resp. auf der Grenze von 3 ausgehreiteter Massen von der 
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Summe Null sein. — Hierdurch ist alsdann diese Bedingung 
(36. I) in voUstandige Analogic versetzt mit der beim 6e- 
biete 21 angegebenen Bedingung (35. I). 

§5. 
Allgemeine Eigenscliaften der kanonischen Potentialfanctionen. 

Um diese allgemeinen Eigenschaften, welche aus den vor- 
hergehenden §§, namentlieh aus (20.), (23.), (24.), (31.), (32.) 
leicht ersichtlich sind, in anschaulicher Weise zusammen- 
zustellen, wird es zweckmassig sein, die Reihenfolge ein 
wenig zu andern. Wir gelangen alsdann, was zunaehst 

Die kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes % 
betriflffc, den Satzen (24), (23.), (20.) und (32.), (31.) ent- 
sprechend, zu folgenden vier Eigensehaften. 

Erste Eigenschaft 

Sind am Rande der Flache 21, d. i. auf irgend welche 
Werthe f vorgeschrieben, die daselbst entweder uberall, oder 
dock wenigstens bis auf einzelne Differemjmnde stetig sind, 4i. 
so wird die diesen Werthen entsprechende Jcanonische Potential- 
function Wa des Gebietes 21 eindeutig bestimmt sein. 

Zweite Eigenschaft, 

Sind insbesondere jene f constant, etwa = (7, so wird 42. 
Wa allenthalben = C sein. 

Dritte Eigenschaft. 

Sind jene auf vorgeschriebenen Werthe f nicht Uberall 
constant, und bezeichnet man den Tcleinsten und grossten der- 
selben resjp, mit K und G, so wird fOr jedweden zur Flache 43. 
21 gehorigen Punct a, der innerhalb 21 (nicht etwa hart an 
der Grenze von 21) liegt, die Relation stattfinden: 

K<Wa<G, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. 

Vierte Eigenschaft. 

Bezeichnet Wa die Jcanonische Potentialfunction der Flache 44. 
21 fur die Grenzwerthe f, so gilt Gleiches von CWa fur die 
Grenzwerthe Cf, falls namlich C eine Constant e ist. — 
DenJct man sich ferner auf ausser den f noch irgend welche 
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anderen Werthe (p vorgeschrieben, die daseJhst ebenfaUs ent- 

weder uberall oder dock bis auf eimelne Differenzpunde stetig 

sindy und bezdchnet man die diesen (p entsprechende Jcano- 

nische Potentialfunction der FldcJw 21 mit Qa , so wird {Wa + Qa) 

die den Grenzwerthen (/"+ 9) entsprechende sein. 

Schliesslich ergiebt sich unmittelbar aus den diesen kano- 

nischen Functionen auferlegten Bedingungen (35. I, II, HI) 

noch folgende 

Fiinfte Eigenschaft. 

1st Wa eine kanonische Potentialfunction des Gebietes % 

46. so gilt Gldches von Wa*mit Bezug auf jeden Theil von 31; 

gUichviel, ob der Band dieses Theiles vollstdndig innerhalb % 

liegt, oder vielleicht theilweise mit dem von 21 eusammenfalU. 

Die kanonisclien Potentialfunctionen des Gebietes 3 
besitzen, wie man leicht erkennt, voUig analoge EigeDSchaften. 

46. In der That werden, um dieselben namhaft zu machen^ die 
Satze (41.), (42.), (43.), (44.), (45.) Wort fur Wort zu wieder- 
holen sein, nur uberall 3; * statt 21, a gesetzt. 

§. 6. 

Ueber die Bildong der kanonisclien Potentialfunctionen for 

stetige Grenzwertke. 

Sind die vorgeschriebeneD Grenzwerthe f stetig, so ist 
die Bildung der zugehorigen kanonischeu Potentialfunctionen 

47. offenbar gleichbedeutend*) mit der Losung des friiher be- 
handelten dussern und innem Problefns (Seite 205 und 208), 
so dass wir also mit Hiilfe der damals exponirten Methode 
des arithmetischen Mittels die Bildung jener kanonisclien 
Functionen stets zu bewerkstelligen im Stande sind, wenn 
die gegebene Curve 6 zweiten Ranges und keine zweisternige ist. 

§. 7. 

Ueber die Bildung der kanoniscken Potentialfunctionen fur 

unstetige Grenzwertke. 

Es sei die Grenzcurve a der Flache 21 von beliebiger 
Beschaflfenheit, und es sei — woUen wir voraussetzen — 

*) Man ygl. den Satz (30.), Seite 290. 
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irgend welche Methode ^ bekannt mr Bildung der Jcanonischen 48. 
Potentialfunctionen dieser Fldche 31 fur stetige Grenzwerthe*). 
Wir werden zeigen y dass man alsdann jeue Functionen auch 
fiir solche Grenzwerthe zu bilden V6rmag, die mit einzelnen 
Differen0puncten hehaftet, sonst aber stetig sind. 

Man nehme zunachst an^ dass nur ein solcher Differenz- 
punct vorhanden sei, bezeichne denselben mit g, femer den 
daselbst von der Flache 91 gebildeten WinJcel mit y, und die *^ 
beiden Schenkel dieses Winkels mit gG^ und gG2, oder 

ausfuhrlicher mit gg^G^ und ^^^2^2? ^^ 99i ^^^ 992 ^^®" 
jenigen unendlich kleinen Elemente sein soUen, welche die 
Schenkel mit der Curve gemein haben**). Die auf a vor- 
geschriebenen Werthe/'sind, abgesehen vom Puncte g^ iiberall 
stetig, in g aber mit einer Differenz behaftet; und zwar 
mogen die in g von beiden Seiten zusammenstossenden Werthe 
bezeichnet sein mit: 

/l < A • 50. 

Um nun zu zeigen , dass man , auf Grund der gemachten 
Voraussetzung (48.), die diesen f entsprechende kanonische 
Potentialfunction der Flache 21 wirklich zu bilden vermag, 
werden wir zunachst zwei auxiliare Functionen w, J7 in Be- 
tracht Ziehen, sodann zwei weitere Functionen V, W bilden, 
von denen die letztere aller Wahrscheinlichkeit nach die ge- 
suchte ist, und endlich durch genauere Untersuchung diese 
Wahrscheinlichkeit zur Gewissheit erheben. 

Bildung zweier auxiliHrer Functionen u, U. — Man 
ziehe von g aus eine gerade Linie gh von beliebiger Lange 
und Richtung, jedoch so, dass sie mit air ihren Puncten in 
3 liegt (vgl. die folgende Figur), nehme die nach gG^ 
blickende Seite dieser Linie zur positiven, und bjlde das fiber 
alle Elemente ds der Linie hinerstreckte Integral: 



*) Eine solche Methode 3Jt wird z. B. die Methode des arithmetischen 
MitteU sein , falls die Curve a zweiten Ranges und keine zweisternige ist. 

**) Fur gewdfmlich ist offenbar der Winkel y = 180°, so dass die 
beiden Schenkel QQiGx und gg^Q^ einander diametral entgegengesetzt 
sind. In der That wird eine Abweichung von diesen gewdJmlichen 
Verhaltnissen nur dann eintreten, wenn g ein Eckpu/nct der Curve a 
ist. Einen derartigen Fall repr^sentirt z. 6. die Figur Seite 296 — ; 
denn dort ist y >> 180^ namlich nach dortiger Bezeichnung: y=^- Ai, 
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61. 



62. 



53. 



54. 



65. 



9 

d. i. das Potential einer Skuf gh ausgebreiteten Doppelbelegung 
vom Moinente Eins. Alsdann kann man bekanntlich^ wenn 
irgend ein Eleinheitsgrad d gegeben ist^ um g eine Ereis- 
linie x von solcher Kleinheit beschreiben ; dass fdr alle inner- 
halb X befindlichen Functe a die Formel gilt: 

abs (Ua — (tr — Aa)) < 8 , [vgl. Seite 26S] , 
wo Aa das Azimuth des Punctes a in Bezug auf g^ gh vor- 




stellt. Hieraus ergiebt sieh, wenn man den variablen Punet 
a unendlich nahe an g rucken lasst, die Formel: 

WO A^a das Azimuth der unendlich kleinen Linie ga be- 
zeichnet; also z. B. [vgl. (49.]: 



^9v9 = -sr — A 



99i 9 



^9.9 = '^— ^99.] 



hierfiir mag kiirzer geschrieben werden: 

^9.9 = "ST — Aj , 



u 



9i9 



= ^- A,, 



57. 



58. 
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WO alsdann Aj; Aj die Azimuthe der Linien gg^^ gg^y d. i. 
der Linien gGy, ^Gj vorstellen. 

Man nehme nun statt u selber eine lineare Function von 
u mit constanten Coefficienten : 

U=BU+Gy 56. 

wodurch an Stelle der Formeln (55.) folgende treten: 

I7,,, = J5(^-A,) + C, 

J7^,^ = J5(^-A2) + C. 

Diese Grossen (57.) lasse man durch passende Wahl der Con- 
stanten JB; C identisch werden mit den gegebenen Grossen 
/*j, /*2, unterwerfe also jene Constanten den Bedingungen: 

J5(^-A0 + C7 = /;, 

Alsdann wird U auf der Curve a im Punete g, genau ebenso 
wie /*, die Werthe f^ und f^ besitzen, Ueberhaupt wird als- 
dann die Diflferenz fa — Ua auf a allenthalhen stetig, und 59. 
iiberdies im Punete g gleich Ntdl sein. 

AufsteUung einer Function W, welohe den Bedingungen 
(35. I, II) entspricht — Da /^ — Va (59.) auf iiberall 
stetig ist; so sind wir vermittelst der bekannten Methode ^ 
(48.) die den Grenzwerthen fa — Ua entspreehende kano- 
nische Potentialfunction der Flache % wirklich zu bilden im 
Stande. Bezeichnen wirdieselbe mit V, so ist: Vaa^fa— Ua, 
oder was dasselbe: • 

Vaa + Ua=fa ) 60. 

und hieraus scheint zu folgen, dass die eigentlich gesuchte 
den Werthen f entspreehende kanonische Potentialfunction 
den Werth habe: 

Wa=ra+Ua. 61. 

In der That unterliegt es Jceinem Zweifel, dass diese Fu/nction 

W hinsichtlich der f den Bedingungen (35. I, II) entspricht. 62. 

Fraglich ist jedoch ihr Verhalten gegen 

Die Bedingung (35. III). Um hierauf naher einzugehen^ 
werden wir um g eine kleine Kreisperipherie x beschreiben^ 
das innerhalb x gelegene Stiick der Flache 21 mit 21^ be- 
zeichnen, und nachweisen, dass alle auf 2lx varhandenen 
Werthe Wa dwreh gehorige VerJcleineru/ng von x in das Intervall 
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Mneingepresst werdm honnen, wo As dnen beliebig geyehenen 
Kleinheitsgrad beeeichnet*). Hiermit wird alsdann erwiesen 
seiu, dass W der Bedingung (35. Ill) Geniige leisteU 
Nach (61.) und (56.) ist: 

64. Wa=Va-+BUa + C. 

Was die hier auftretenden Grossen JB, (7, Vay Ua betriflFfc, 
so sind B, C die durch (58.) bestiramten Constanten; also: 

Ferner ist Va eine kanonische Potentialfunction des Gebietes 
31 mit den Grenzwerthen fa — Ua^ also [\gl. (59.)] eine 
kanonische Potentialfunction, deren Grenzwerthe Idngs 6 
allenthdlhen stetig sind, und in g auf Null sinJcen. Polglich 
kann man durch Verkleinerung von x daftir sorgen, dass alle 
auf Six vorhandenen Werthe Va der Relation entsprechen**): 

66.a abs {Va — 0) < £,' 

wo £ einen beliebig gegebenen Kleinheitsgrad bezeichnet. 
Sodann aber kann man, wie aus (52.) folgt, durch weitere 
Verkleinerung von x erreichen, dass gleichzeitig alle auf 
Six vorhandenen Werthe Ua der Relation Geniige leisten: 

abs (Bua — B(7!r — Aa)) < « . 
Fiir das durch diese Verkleinerungen entstandene Plachen- 
stiic^ 91* werden also die Werthe von TFa, wie aus (64.), 
(66. a, b) folgt, sich ausdriicken lassen durch: 

Wa = J5(t3r ^ Aa) + C + 26^a , 

WTO d'a ein mit der Lage von a variirender (bald positiver 
bald negativer) achter Bruch ist. Hieraus folgt weiter durch 
Substitution der Werthe J5, C (65.): 

Oder, kurzer geschrieben: 

*) Man kdnnte einfacher den gegebenen Kleinheitsgrad mit b be- 
neunen. Doch ist fQr die folgende Betrachtung die hier gewahlte Be- 
zeichnungsweise : 4 c ein wenig bequemer. 

**) Man beachte die kurz vor (63.) gegebene Definition von ^^ . 



66. b 



67. 



68. 



69. 
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wo la > y die BedeutuDg haben: 

la = Aa — A, , 

y =A2 - Ai; 

so dass also %a das Azimuth des variablen Punctes a in Bezug 
auf g, gG^ ist, wahrend y den schou friiher besprochenen 
constanten Winkel (49.) bezeicbnet [vgl. die vorhergehende 
Figur]. 

Nimmt man fur den Augenblick an^ das den Formeln 
(67.), (68.), (69.) entsprechende FlachenstQck 2lx befande sich 
mit air seinen Puncten zwischen den beiden Schenkeln gG^ 
und gG^ des Winkels y, so wfirde |a ftir alle Puncte dieses 

Flachenstucks 3l« zwischen und y, mithin /*, -f Sa 

zwischen /*, und /"j variiren; also aus (69.) folgen, dass alle 
auf 3lx vorhandenen Werthe Wa zwischen /\ — 26 und/'j + ^f 
liegen, wodurch alsdann der Satz (63.) bewiesen ware. 

Im Allgemeinen wird indessen von dem Flachenstuck 
$[x; wie klein dasselbe auch sei, immer nur ein Theil 
zwischen den Schenkeln jenes Winkels liegen^ ein anderer 
Theil liber diese Schenkel hiniibergreifen*). Um trotz dieses 
Debelstandes den in Rede stehenden Satz (63.) mit voUer 
Strenge zu erweisen, lassen wir zuvorderst den Winkel y 
nach beiden Seiten sich gleich viel erweitern, indem wir 
jeden der beiden. Schenkel gG^, gG^ um den Punct g um 
einen Winkel c: o y 

sich drehen lassen, und unterwerfen hierauf das den Formeln 
(67.), (68.), (69.) entsprechende Flachenstiick 2lx einem noch- 
maligen Verkleinerungsprocess, indem wir den Radius von ^e 
so klein machen, dass ^x mit air seinen Puncten zwischen 
den Schenkeln des erweiterten Winkels liegt. Alsdann wird 
ga fur alle Puncte von 2lx zwischen — E und y -{- E variiren, 
also der Relation entsprechen: 

Hieraus folgt, weil /"j — /^ positiv ist (50.): 

*) Man erh&It einen solchen Fall z. B., wenn man statt der Figur 
Seite 296, bei welcher die in ^ zusammenstossenden Bogeu nach ^ convex 
Bind, eine andere zeichnet, bei welcher jene Bogen nach ^ concai; sind. 



70. 



71. 
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also durch Substitution des Werthes E (71.): 

Mit Bucksicht hierauf aber ergiebt sich^ dass die auf dem 
gegenwartigen Flacbenstiick Six vorhandenen Werthe Wa 
(69.) der Relation entsprechen: 

ft-^^< Tr«^ /; + (/,-/•,) + 46, 

d. i. der Relation 

dies aber ist der zu beweisende Satz (63.). 

Alias zusammengefasst, haben wir also zuerst eine ge- 
wisse Function Ua gebildet, sodann mit Hiilfe der bekaiinten 
Methode 2>i (48.) eine gewisse Function Va construirt, und 
schliesslich nacbgewiesen, dass die Summe 

hinsichtlich der vorgeschriebenen /* den Bedingungen (35. 1, II, 
III) entspricht, oder (kurzer ausgedriickt), da^s diese Summe 
Wa die jenen f entsprechende Icanonische Potentialfunction der 
Fldche % ist. — Kurz, wir haben gezeigt, wie man, falls 
irgend eine Methode 2)i zur Bildung der kanonischen Potential- 
functionen fur stetige Grenzwerthe bekannt ist, alsdann diese 
Functionen auch fiir unstetige Grenzwerthe zu bilden vermag. 
AUerdings war dabei vorausgesetzt, dass diese Unstetigkeit 
in einem einzigen Differenzpunct bestehe. Doch konnen wir 
unsere Betrachtungen , wie leicht zu libersehen , ohne Weiteres 
auf den Fall heliehig vieler Differenzpuncte ausdehnen, und 
gelangen alsdann zu folgendem Satz: 

Bezeichnet o eine heliehig gegehene gesehlossene Curve, 

75. durch tvcMie die unendliche Ehene in zwei TJieile 21 und 3 
zerfdllt, und ist man im Besitz irgend wekher Methode zu/r 
Bildung der "kanonischen Potentialfunctionen der Fldche % fur 
vorgeschriehene stetige Grenzwerthe, so wird man diese Func- 
tionen auch fur solche Grenzwerthe zu hilden im Stande sein, 
welche mit heliehig vielen Differenzpuncten hehaftet, 
sonst aher stetig sind. 

Und Wort fiir Wort derselhe Satz ist, was keiner weitern 

76. Erlauterung bedarf, zu wiederholen fur die kanonischen Fo^ 
tentialfunctionen der Fldche ^. 
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1st also z. B. die Curve zweiten Ranges und keine 
zweisternige , so wird man vermittelst der Methode des arith- 77. 
metischen MiUels die kanonischen Potentialfunctionen des Ge- 
bietes 21 und ebenso auch diejenigen des Gebietes 3 nicht nur 
fiir stetige Grenzwerthe, son der 11 auch fiir solche Grenzwerthe 
zu construiren im Stande sein, welche mit heliehig vielen 
Differenzpuncten behaftet, sonst aber stetig sind. 

§8. 

Weiteres fiber die Potentialfanctionen mit unstetigen 

Grenzwerthen. 

Die kanonischen Functionen des Gebietes 21. — Die 
fiir das Bereich des Dififerenzpunctes g erhaltene Formel (69.) 
lautete: 



Oder, ein wenig auders geschrieben: 

Sind die vorgeschriebenen fmii heliehig vielen Diflferenzpuncten 
g behaftet , so wird man in jedem solchen Punct eine der- 
artige Formel erhalten, und gelangt daher zu folgendem Satz. 
Bezeichnet eine heliehig gegehene geschlossene Curve, 
diireh welche die unendliche Ehene in zwei Theile 21 und 3 
zerfallt, und hezdchnet ferner Wa eine hanonische Potential- 
function der Flache 21, deren Grenzwerthe f mit heliehig vielen 
Differenzpuncten g hehaftet, sonst aher stetig sind, so werden 
die Werthe Wa im Bereich eines jeden solchen Punctes, 
his auf einen unendlich hleinen Fehler, ausdriichhar 
sein durch: 

W — fi^ + f^^. 

^^ fi) f2i ? Constanten sind, wahrend 5, i] von der Lage 
des variahlen Punctes a abhdngen. — Die Constanten /\, /!, 
reprdsentiren die in g zusammenstossenden Werthe vonf. Ferner 
reprasentirt y den im Puncte g von der Flache 21 gehildeten 
Winkel , so dass also y im Allgemeinen = tsr ist, und eine 
Ahweichu/ng hiervon nur dann eintritt, wenn im Puncte g 



78. 



79. 



80. 



Ijfe, Aflifiei O 



a uingib d lilj cta; ^ hddm Titesie^ im wdak der Wmbd 7 dmrA 
4km fi&rMkm StrmU fa safSU, » dk» 

Wili maji m Betr^ der nit comb mendficli Uemen 
t'thiar hdtahebat Fonncj ^>. sadi gcaaocr aBsdrOcken, so 
hat maa izm ^ cine klo&e KreslEBie z eq faescliieibeny and 



H:, 



7 

fmr idle immerhalb z iefimdUiAm PvtkdbE a durda gMrige Ver- 
H^mermmg um % nmHer yoim heUM^em Kkimkaisgrad hmab- 

DeuMitkm ig> — Man konnte die Groesoi /*, and f^, weil 
ne mit den am Bande gegebenen Wetiiien f in sietigan Zo- 
aammenhang steben, alsD bei einem FoitBehrafcen Jamgs des 
^ Randist neh eigeben, die jMErabafodbai Grenzwailie nennen. 
Aa»er diesen besitzt die Fanetkm IF. im Pande g noch 
onendlieb viele andoie Gienzwcftiie, die afle Zwiaehen- 
stofen Ton f^ bis f^ dartMeten. Diese letzteren Groixwerthe 



^ Smd gGi wad gG^ die baden Sdienkel det Winkeb 7, miUiin 

10 warden gG^ mid ^(7, ingleich die beiden extcemen Lagen der 
eofiaUen lime 5a Torsiellen. Giebt man dieser letxtem lime die ex- 
treme Lage gG^^ so folgt mit BockBicht aof (80.): 

ODd giebt man denelben andreneits die extreme Lage gG^^ so wird: 

1 = 7- i^-o, ir.=f,. 

DemgemSn stdien /*! mid /^, ebenso wie £ mid 17, in Corre^ondenz 
re^. mit g G^ mid ^^2; *<> ^^^^bb ^^ ^c ii^ (80.) entfaaltene Anadrnck 

ftn + U^ 

mit einem Chiagmus behaftet ist. Uebrigens kann man diesen Aos- 
druck, weil £ + ? =^ 7 i^> offenbar aoch so sdureiben: 

/i{7-l) + A(7-^); 

wodarch alsdann jener Chiasmos beseitigt ist. 
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ergeben sicb, wenn man aus dem Innem der Flache %' 
in verschiedenen Richtungen dem Punete g sich nahert, und 
konnen demgemass die Jcatahatischen Grenzwerthe genannt 
werden *). 

Die kanonischen Fuhctionen des Gfrebietes ^. — In 
Betreff der kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes ^ ^' 
sind ofifenbar die Satze (80.), (82.) Wort fur Wort zu wieder- 
holen, nur ist dabei durcbweg 3; i statt 21, a zu setzen. 

§ 9. 
Die Symbolik der kanonisclien Potentialfanctionen. 

Da diese kanonischen Fanctionen das Hauptinstrument 
fur die Untersuchungen des folgenden Capitels bilden, so er- 
scheint es zweckmassig, schon gegenwartig einige Bezeich- 
nungen einzufuhren, durch welche der Gebrauch dieses In- 
strumentes erleichtert wird. Was zunachst 

Die kanonischen Functionen der FUlche 21 betrifffc^ so 
mag mit dem Symbol 

diejenige kanonische Potentialfunction der Flache 21 bezeichnet 
werden, welche auf der Grenze von 21, d. i. ailf (? die Werthe 
f besitzt. Ist femer t irgend ein (vielleicht aus mehreren 
StUcken bestehender) Theil von <y, so mag unter 

diejenige kanonische Potentialfunction der Flache 21 ver- 
standen werden, welche auf t die Werthe/* besitzt, auf dem 
ubrigen Theile von a aber NuU ist. Ausserdem mag 

Wa'^ kurzweg durch TF?, 3. 

und Wl * ^ kurzweg durch Wa ^ 

angedeutet werden. — Solches festgesetzt, konnen die allge- 
meinen Eigenschaften der kanonischen Functionen (Seite 293), 
unter Hinzunahme des neuerdings erhaltenen Satzes (Seite 301), 



*) Es durfken diese Namen parabatisch und Tcatciha^isch einiger- 
massen passend erscheinen, wenn man die betrachtete F19.che ^ als 
ein Festlomd^ und a als das Ufer eines von diesem Festlande urn- 
schlosseneu Meeres 3 sich vorstellt. 



1. 



2. 



y. 



HI. 



:i04 Aebto 

in folgender Weise zuBammeogeateDt and ToroUstandigt 
werdeiL 

Erste Eigemschaft 

Die Fundkm TT^'-' ist dmrck Angaht dier f fnr sammt- 
liche Tunde a eindeutig bestimmi. 

Zureite EigemschafL 

Beseichnet C eine Congtante; so ist W^' ^ aOenfhalben = C. 
So z. B, ist >gL xS.jI W; aUenOudben = 1. 

Driiie Eigenschaft 

Sind die auf 6 vorgesdirid^enen f micht SberaiH constant^ 
so gilt fur jeden innerhalb ^ gdegenen Fund a die Farmd: 

Mm/- < W:^ < Max/-, 
die Zeichen genommen in sensu rigoroso*). Hierans folgt 
z. B. Wa'^ > ^7 f^^ ^^ f positiv and nicht sammtlich 
Null sind; and ferner: Wa'^ < 0, falls die / n^atiy and 
nicht sammtlich Nail sind. 

Lasst man den Panct a irgend einem Pnncte s der Carve 
sich anendlich nahem, so erhalt man, falls s ein StetigieitS" 
punct von f ist: 

Wa/=fM [vgl. etwa (27.) Seite 289], 
and , falls s ein Differenzpanct von f ist : 

Wai ^ = ^^^-i^*^ [vgl. (80.) and (82.) Seite 301] . 

Beachtet man, dass ''^ "t^'^ nothweudig zwischen /*, xmAf^ 
liegt, so folgt aus (8.), (9.) sofort, dass sdmmOiclie Grenz- 
werthe Wa'/ der Relation nnterworfen sind: 

Min/- ^ TC;^^ Max/; 
welche mit (7.) zusammengefasst die Formel ergiebt: 



". Min /• ^ 



{ 






a* 



. ^ Max/*. 



Die den vorgeschriebenen/entsprechende kanonische Potential- 

*) In Betreff der Bezeichnnngen g, s, 9, a, 3» i soil festgehalten 
werden an unsereu fruheren Determinationen (Seite 31). 
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function der Flache 91 besitzt also die Eigenschaft; dass ihre 
sammtlichen Werthe und Grenzwerthe ewisclien Min f und 
Max f liegen. 

Vierte Eigenschaft, 

Bezeichnet C eine heliehige Constante, so ist: 

und denkt man sich ausser den f noch irgend welche*) anderen 
Werthe (p auf a vorgeschrieben , so ist: 

Denkt man sich die Curve in zwei Theile a' und a" zer- 
legt, und die diesen Theilen entsprechenden Werthe von f\ tp 
respective mit /*', 9?' und /*", 9?" bezeichnet, so wird man die 
Formel (13.) auch so schreiben konnen: 

Diese Formel aber nimmt; falls die/"' und 9?' NuU sind, mit 
Biicksicht auf die in (2.) festgesetzte Bezeichnungsweise fol- 
gende Gestalt an: 

w:- f' + wt'^ * " = prr- /' ""' ""• *". 

Hieraus folgt z. B., falls ^ die f und 9?" sammtlrch Eins sind: 

Tfr'^+ wf^^ = wv\ 

d. i. nach (3.) 

W'a + Wf=Wi = l', 

denn Wa hat [vgl. (6.)] stets den Werth Eins. 

Fiinfte Eigenschaft. 

Ist Wa eine kanonische Potentialfunction des Gehietes 91, 
so gilt Gleiches von Wa niit Bezug auf jeden Theil von 21, is. 
gleichviel oh der Rand dieses Theiles vollstdndig innerhalh 91 
liegt, Oder vielleicht theilweise mit dem von % zusammenfaUt 

Die kanonischen Functionen der Fl&ohe 3* — ^^ Be- 
treflf dieser mogen aiialoge Symbole adpptirt werden; so dass 19, 
sammtliche Formeln und Satze von (1.) bis (18.) von Neuem 
wiederholt werden konnen, nur iiberall 3> * statt 2t, a gesetzt. 



IG. 



17. 



•) Stillschweigend setzen wir allerdings bei den qp , wie bei den /*, 
stets voraus, dass sie auf a koine anderen Unstetigkeiten haben, als 
solche, die in einzelnen Diiferenzpuncten bestehen. 

Neumann, Potential. 20 
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§ 10. 

Ueber EntwieUnngen naeli kaaoiiiselieii Fanetioneii. 

Ein SatE fiber die kanonischen Fanctionen des Oe- 
bietes 31. — Es sei <; eine heliebig gegebene geschlossene 
Canre, dnrch welche die unendliche Ebene in zwei Theile 
%j 3 zc^Ut, es seien femer auf e iigend welche Werthe/* 
Yorgeschrieben^ die daselbst^ abgesehen von einzelnen Differenz- 
pnncten^ uberall stetig sind, nnd es werde die diesen f ent- 
sprechende kanonische Potentialfiinction der Flache % ge- 
sucht. — Man nehme an, diese Au^gabe ware appraxinmtiv 
gel5st dnrch die Sonime: 

denn einerseits seien u^^\ u^^^, . . . . -|- ||K«) kanonische Po- 
teniialfiinctionen der Flache % resp. mit den Grenzwerthen 
f^^^y /^*), • • ' f^*^ , so dass also [vgL die vierte Eigenschaft] 
W^*^ ebenfalls eine kanonische Potentialfanction von %[ ist, 
mit den Grenzwerthen: 

^ Fin) = /XD + /T2) [. fin) . 

nnd andrerseits sei' erwiesen, dass die Differenz 

22, F^*^ — /* fur die Gesammtheit der Puncte s 

durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Eleinheits- 
grad hinabgedruckt werden konne. — Femer mag angenommen 
werden, dass die Anzahl der Differenzpnncte fur sammtliche 

23. f^^^j f^^\ P^ in inf. 

eine endliche ist. Diese Puncte, welche alsdann zugleich 
auch die Dififerenzpuncte von JP^*) sind, mogen mit g be- 
nannt sein*). 

Definirt man nun W, oder TF^*) durch die unendliche 
Beihe 

und Idsst sich zeigen^ dass die Differenz 
25. Win) — jy fur die Gesammtheit der Puncte a 



•) Allerdings k(5nnen von den Differenzpuncten der f^^\ f^^ , /"^"^ 

einige sich geg^enseilig zerstoren, so dass J^^**^ nicht mehr alP jene 
Puncte, Bondern nur einen Theil derselben zu Di£Perenzpnncten hat. 
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durch Vergrosserung von n unter jeden heliebigen Kleinheits- 
grad hinahgedmckt werden Jconne, so wird dieses W die strenge 
Losung der gestellten Aufgahe sein*). — Was den 

Beweis dieses Satzes betrifft; so wird vor Allem dabei 
festzuhalten sein, dass w^^\ w^^^j . . . w^"*^, TF^**^ resp.fUr die /'<•), 
P^^, . . . Z*^"), JP<»> den Bedingungen I., II., III. [das soil heissen 
den Bedingungen (35. 1., II., HI.) Seite 291] entspreehen, uud 
von dieser Basis aus zu zeigen sein , dass die Function W die- 
selben drei Bedingungen erfuUt mit Rucksicht auf die vorge- 
schriebenen /*. 

Die Functionen w^^\ w^^^, . . . w?(*J, W^"^^ geniigen der 
Bedingung I., und sind daher stetig fiir alle a. Gleiches gilt 
somit, weil [nach (25.)] 

^(n) — JfT fflr die Gesammtheit der a 



*) Es ist festzuhalten, dass wir hier alle Buchstaben a, s, ^, a, 3* ^ 
in ^em fruher (Seite 31) fe&tgesetzten Sinne brauchen. 

•*) Diese Behauptung beruht auf einer bekannten Schlussfolgerung. 
von welcher im vorliegenden Werke bereits cinmal Gebraucb gemacbt 
ist, uanilich in der Note auf Seite 201. 

20* 



26. 



beliebig klein gemacht werden kann, atwh**) von W. Sei- 
ches constatirt, ergiebt sich aber aus (24.) sofort, dass W, 
ebenso wie w^^\ tv^^\ • • •> das um eiue additive Constante 
vermehrte Potential irgend welcher theils ausserhalb 91, theils 
auf der Grenze von 51 ausgebreiteter Massen von der Summe 

Null ist. Es entspricht also W der Bedingung I. 

Man wahle nun einen beliebigen Kleinheitsgrad s, und 
mache die Zahl n so gross, dass 

l/p'(n) _ JY far die Gesammtheit der a 

und F^^^ — ^ f fiir die Gesammtheit der s 

kleiner als £ wird [was nach den Voraussetzungen (22.), (25.) 
stets moglich ist]. Sodann markire ma^ auf irgend einen 
von den g verschiedenen Puuct s, und presse den Worth 

Wi^^ durch Annaherung des Punctes a an s in das Intervall 
hinein : 

Fi^'^-S £ W^^^ ^F^^ + 6, 28. 

[was stets moglich, weil W^^^ der Bedingung II. entspricht]. 



27. 
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In dieser Formel kann man, nach (27.), W^*^ durch W und 
pin) durch f ersetzen, ohne dabei einen FeMer von mehr als 
2 s zu begehen. Somit folgt: 

». /; — 3« ^ Wa <f, + 3e. 

Diese Formel, in welcher Sf einen beliebig gegebenen Klein- 
heitsgrad vorstellt, zeigt, dass Wa durch Annahenmg von 
a a,n s beliebig nahe an /*« herangedrQckt werden kann, oder 
(kfirzer ausgedruckt), dass W im Poncte s den Werth ft 
besitzt. In solcher Weise kann man darthun, dass W auf 
der Curve a in alien Puncten, die von den g verschieden 
siiid, mit den vorgeschriebenen f identisch ist. — — Es ent- 
spricht also W der Bedingung II. 

Man verfahre jetzt ebenso wie in (27.), wahle namlich 
wiedemm einen beliebigen Eleinheitsgrad £, und mache n so 
gross, dass 

jy(n) — JY fur die Gesammtheit der a 

so. 

nnd F^^^ — f fur die Gesammtheit der s 

kleiner als € wird. Sodann beschreibe man um einen der 
Puncte g eine kleine Ereislinie x + ^; von welcher x in 5(, 
und A in 3 ^^^g^j ^^^ presse die Gesammtheit der auf x 
vorhandenen Werthe TF^"^ durch Verkleinerung des Radius 
jener Kreislinie in das lutervall hinein: 

31. Fi""^ - € ^ w!r^ £ ii"> + £, 

wo Fi^^ J Ft^ die in g zusammenstossenden Werthe von F^^^ 
bezeichnen; [solches ist stets ausfuhrbar, weil TF^*^ der Be- 
dingung III. entspricht]. In (31.) kann man, zufolg0 (30.), 
>f («) durch W und i^(**> durch f ersetzen, ohne iitki einen 
Fehler von mehr als 2^ zu begehen. Somit folgt: / . 

hiermit aber ist erwiesen, dass W der Bedingung III. eben- 
falls Geniige leistet. — W. z. z. w. 

Bemerkung. — Wir sind friiher bei Behandlung des so- 
genannten ditssern Problems (Seite 205) verraittelst der Methode 
des arithmetischen Mittels zu einer gewissen nach kanonischen 
Potentialfunctionen der Flache 2t fortschreitenden Reihe ge- 
langt. Dass diese Reihe wirklich die Losung des Problems 
reprasentirt, haben wir damals (§ 12^ Seite 199) durch sorg- 
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faltige Betrachtungen verificirt. Sehr viel einfacber und 
leichter wiirden wir gegenwartig eine solche Verificatiou aus- 
zufuhren im Stande seiu, durch Anwendung des eben be- 
wiesenen allgemeinen Satzes. — Dass iibrigens 

Ein analoger Satz fur die kanonischen Fotential- 
fiinctionen des Gebietes 3 existirt^ bedarf kaum noch der 
Erwahnung. Es wiirden, wenn man ihn ausspreehen und 
beweisen wollte, genau dieselben Worte zu wiederholen sein, 
nur 3> if ^ statt 21, a, x gesetzt. 

NB. — Im folgenden Capital wird von den allgemeinen Eigen- 
schaften der kanonischen Potentialfunctionen fortwahrend Gebrauch 
gemacht werden. Dabei wird der Leser gut thun, namentlich aut'die 
Seiten 293, 204 zuriickzublicken, wo diese Eigenschaften in eiufachster 
Weise angegeben siud, sodann aber auch auf die Seiten 304, 305^ wo 
diese Eigenschaften von Neuem besprochen sind, unter Hinzufiigung 
der betreffenden Formeln. 



81. 



82. 



\ 
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eine Ecke hat. Endlich sind |, rj die Ajsimuthe des variablen 
Punctes a in Bemg auf die Schenkel von y , oder (anders 
ausgedrtickt) die heiden Theile, in welche der Winkel y durch 
den variablen Strahl ga zerfdllty so doss 

l + n^Y 

ist*). 

Will man in BetreflF der mit einem unendlich kleinen 
Fehler behafteten Formel (80.) sich genauer ausdrttcken, so 
hat man um g eine kleine Kreislinie x zu beschreiben; und 
zu sagen, doss die Differenz 



Wa- 



fiV + Ui 



y 

fii/r alle innerhalb z befindlichen Puncte a durch gehiirige Ver- 
Meinerung von x unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad hinab- 
gedriickt warden Tconne. 

Bemerkung. — Man konnte die Grossen /*, und f.^, weil 
sie mit den am Rande gegebenen Werthen f in stetigem Zu- 
sammenhang stehen^ also bei einem Fortschreiten Idngs des 
83. Randes sich ergeben, die parabaiischen Grenawerthe nennen. 
Ausser diesen besitzt die Function Wa im Puncte g noch 
unendlich viele andere Grenzwerthe, die alle Zwischen- 
stufen von /\ bis /*2 darbieten. Diese letzteren Grenzwerthe 



*) Sind gGi und gG^ die beiden Schenkel des Winkels y, mithin 

^=^(agG,), 

so werden gGi und gG^t zugleich die beiden extremen Lagen der 
variablen Linie ga vorstellen. Giebt man dieser letztern Linie die ex- 
treme Lage gGi, so folgt mit Bucksicht auf (80.): 

1 = 0, i? = y, W^^fr, 
und giebt man derselben andrerseits die extreme Lage gGi, so wird: 

DemgemSfis stehen ff und f^, ebenso wie | und rj, in Correspondenz 
resp. mit gG^ und gG^; so dass also der in (80.) enthaltene Ausdruck 

ftn + fz^ 

mit einem Chiasmtts behaftet ist. Uebrigens kann man diesen Aus- 
druck, weil £ + ^ =° 7 i^^* offenbar auch so schreiben: 

wodurch alsdami jener Chiasmus beseitigt ist. 



Die Theorie der kanonischen Potentialfunctiouen. 303 

ergeben sicb; wenn man aus dem Innem der Flache %' 
in verschiedenen Richtungen dem Puncte g sich nahert, und 
konnen demgemass die Jcatabatischen Grenzwerthe genannt 
werden *). 

Die kanonischen Fuhotionen des Gfrebietes 3* — I^ 
Betreff der kanonischen Potentialfunctionen des Gebietes 3 *** 
sind offenbar die Satze (80.), (82.) Wort fQr Wort zu wieder- 
holen, nur ist dabei durcbweg 3; ^ ^^^^^ ^, a zu setzen. 

§ 9. 
Die Symbolik der kanonisclien Potentialfanctionen. 

Da diese kanonischen Fanctionen das Haaptinstrament 
fiir die Untersuchungen des folgenden Capitels bilden, so er- 
scheint es zweckmassig, schon gegenwartig einige Bezeich- 
nungen einzufiihren, durch welche der Gebrauch dieses In- 
strumentes erleichtert wird. Was zunachst 

Die kanonischen Functionen der Flftohe % betrifffc, so 
mag mit dem Symbol 

diejenige kanoniscbe Potentialfunction der Flache ^ bezeicbnet 
werden, welche auf der Grenze von 21, d. i. ailf (? die Werthe 
f besitzt. Ist femer % irgend ein (vielleicht aus mehreren 
StUcken bestehender) Theil von (?, so mag unter 

diejenige kanoniscbe Potentialfunction der Flache 21 ver- 
standen werden, welche auf r die Werthe/' besitzt, auf dem 
ubrigen Theile von a aber NuU ist. Ausserdem mag 

Wa"^ kurzweg durch TF?, 3. 

und Wa * ^ kurzweg durch Wa ^ 

angedeutet werden. — Solches festgesetzt, konnen die allge- 
meinen Eigenschaften der kanonischen Functionen (Seite 293), 
unter Hinzunahme des neuerdings erhaltenen Satzes (Seite 301), 



*) Es d^rften diese Nam en parabatisch und Tcatdbixtisch einiger- 
massen passend erscheinen, wenn man die betrachtete F19.che % als 
ein FestUmd^ und a als das Ufer eines von diesem Festlande um- 
schlossenen Meeres 3 sic^ vorstellt. 
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in folgender Weise zusammengestellt und vervollstandigt 
werden. 

Erste Eigenschaft 

h. Die Function Wa'^ ist durch Angahe der f fur sdmmt' 

liche Puncte a eindeutig hestimmt. 

Zweite Eigenschaft, 

fi- Bezdchnet C eine Constante, so ist Wa' ^ allenthalhen = G, 

So z, B. ist [vgl. (3.)] Wa aUenthalben = 1. 

Dritte Eigenschaft, 

Sind die auf a vorgeschriebenen f nicht uherall constant , 
so gilt fur jeden innerhalb 91 gelegenen Punct a die Formel: 

7. Minf < W^"^ < Max/*, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso*). Hieraus folgt 

z. B. Wa'^ > 0, falls die f positiv und nicht sammtlich 

Null sind; und ferner: Wa'^ < 0, falls die /* negativ und 
nicht sammtlich Null sind. 

Lasst man den Punct a irgend einem Puncte s der Curve 
a sich unendlich nahern, so erhalt man, falls s ein StetigJceits- 
punct von f ist: 

8- Wai ^=fs [vgl. etwa (27.) Seite 289] , 

und , falls s ein Dififerenzpunct von f ist : 

9. Was ^ = ^-5-±AI [vgl. (80.) und (82.) Seite 301] . 

Y ' 

Beachtet man, dass '^^ ~^ f^^ nothwendig zwischen f^ und f^ 
liegt, so folgt aus (8.), (9.) sofort, dass sdmmtliche Grenz- 
werthe Wal^ der Relation unterworfen sind: 

i<^. Min/* ^ TTa^;-^^ Max/; 

welche mit (7.) zusammengefasst die Formel ergiebt; 



11. Min f ^ 



{ 






as 



' ^ Max/*. 



Die den vorgeschriebenen /entsprechende kanonische Potential- 

*) In Betreff der fiezeichuungen a, s, 91, a, 3, % soil festgehalten 
werden an unseren friiheren Determinationen (Seite 31). 
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function der Flache 91 besitzt also die EigenscLaft; dass ihre 
sammtlichen Werthe und Grenzwerthe zwischen Min /* und 
Max f liegen. 

Vierte Eigenschaft. 

Bezeichnet G eine heliehige Constante, so ist: 

Tf^'^/=CTFJ''^5 12. 

und denkt man sich ausser denfnoch irgend welche*) anderen 
Werthe (p avf vorgeschriehen , so ist: 

Denkt man sich die Curve in zwei Theile 0' und 0" zer- 
legt, und die diesen Theilen entsprechenden Werthe von f] g) 
respective mit /*', 9' und /*", 9" bezeichnet, so wird man die 
Pormel (13.) auch so schreiben konnen: 

Diese Formel aber nimmt, falls die/*" und 9' NuU sind, mit 
Rucksicht auf die in (2.) festgesetzte Bezeichnungsweise fol- 
gende Gestalt an: 

Hieraus folgt z. B., falls die f und 9" samratlich Eins sind: 

d. i. nach (3.) 

Wl' +Wf=Wi = l', 17. 

denn Wa hat [vgl. (6.)] stets den Werth Eins. 

Fiinfte Eigenschaft. 

Ist Wa eine Jcanonische Potentialfunction des Gebietes 91, 
so gilt Gleiches von Wa mit Bezug auf jeden Theil von 21, is. 
gleichviel ob der Band dieses Theiles vollstandig innerhalb 91 
liegtj Oder vielleicht theilweise mit dem von 91 zusammenfdUt. 

Die kanonischen Functionen der FlM.ohe 3* — I^ Be- 
treflf dieser mogen aualoge Symbole adoptirt werden; so dass 19, 
sammtliche Formeln und Satze von (1.) bis (18.) von Neuem 
wiederholt werden konnen, nur iiberall 3> i statt 91, a gesetzt. 



•) Stillschweigend setzen wir allerdings bei den g?, wie bei den /*, 
stets voraus, dass sie auf a keiue anderen Unstetigkeiten haben, als 
Bolche, die in einzelnen Diiferenzpuncten bestehen. 

Neumann, Potential. 20 
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§ 10. 

Ueber Entwicklnngen nach kanonischen Fnnctioiieii. 

Ein Satz fiber die kanonischen Functionen des Ge- 
bietes 21. — Es sei eine beliebig gegebene geschlossene 
Curve, durch welche die unendliche Ebene in zwei Theile 
91, 3 zerfallt, es seien ferner auf a irgend welche Werthe/* 
vorgeschrieben, die daselbst, abgesehen von einzelnen DiflFerenz- 
puncten, iiberall stetig sind, und es werde die diesen f ent- 
sprechende kanonische Potentialfunction der Plache 21 ge- 
sucht. — Man nehme an, diese Aufgabe ware approximativ 
gelost durch die Summer 

denn einerseits seien w^^\ w^^^, ...._[_ i^(n) kanonische Po- 
tentialfunctionen der Plache 21 resp. mit den Grenzwerthen 
/Xi)j ^(2)^ . . •/'<'»), so dass also [vgl. die vierte Eigenschaft] 
W^**^ ebenfalls eine kanonische Potentialfunction von 21 ist, 
mit den Grenzwerthen: 

und andrerseits sei' erwiesen, dass die Differenz 

22. F^^^ — f fur die Gesammtheit der Puncte S 

durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Kleinheits- 
grad hinabgedruckt werden konne. — Ferner mag angenommen 
werden, dass die Anzahl der Differenzpuncte fiir sammtliche 

23. fi), f^\ PS in inf. 

eine endliche ist. Diese Puncte, welche alsdann zugleich 
auch die Differenzpuncte von F^"^^ sind, mogen mit g be- 
uannt sein*). 

Definirt man nun W. oder TFt*) durch die unendliche 
Beihe 

und lasst sich zeigen, dass die Differenz 

25. ly'Cn) — jy fur die Gesammtheit der Puncte a 



♦) AUerdings kcJnnen von den Diff'erenzpuucten der f'^^\ f^^^ , Z*^**^- 

einige sich geg^enseilig zerst5ren, so dass F^^^ nicht mehr all* jene 
Puncte, Bondern nur einen Theil derselben zu DifPerenzpuncten hat. 
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durch Vergrosserung von n unter jeden heliebigen Kleinheits- 
grad hinahgedruckt werden kdnne, so wird dieses W die strenge 
Losung der gestellten Aufgdbe sein*). — Was den 

Beweis dieses Satzes betrifft, so wird vor Allem dabei 
festzuhalten sein, dass w^^\ w^^>, . . . w^""^, TF<"' resp.fOr die /'<')/ 
/'<2), . . . /"(»), Ft") den Bedingungen I., II., III. [das soil heissen 
den Bedingungen (35.1., II., III.) Seite 291] entsprechen, und 
von dieser Basis aus zu zeigen sein , dass die Function W die- 
selben drei Bedingungen erfiillt mit Riicksicht auf die vorge- 
schriebenen f. 

Die Functionen w^^^, w^^^, . . . w^^\ W-^"^^ geniigen der 
Bedingung I., und sind daher stetig fur alle a. Gleiches gilt 
somit, weil [nach (25.)] 

Jf'in) — }\r far die Gesammtheit der a 

beliebig klein gemacht werden kann, auch**) von W. Sol- 
ches constatirt, ergiebt sich aber aus (24.) sofort, dass TF, 
ebenso wie «(;(*>, w^^\ • • •? das um eine additive Constante 
vermehrte Potential irgend welcher theils ausserhalb ^, theils 
auf der Grenze von 91 ausgebreiteter Massen von der Sumuie 

Null ist. Es entspricht also W der Bedingung I. 

Man wahle nun einen beliebigen Kleinheitsgrad b, und 
mache die Zahl n so gross, dass 

^{n) — "pp f(ir die Gesammtheit der a 

und F^^^ — =- f fur die Gesammtheit der s 

kleiner als a wird [was nach den Voraussetzungen (22.), (25.) 
stets moglich ist]. Sodann markire ma^ auf a irgend einen 
von den g verschiedenen Puuct 5, und presse den Werth 

W^a^ durch Annaherung des Punctes a an s in das Interval! 
hinein: 

[was stets moglich, weil W^'^^ der Bedingung II. entspricht]. 



*) Es ist festzuhalten, dass wir bier alle Buchstaben a, 9, ^, a, 2li ^ 
in ^em fdlher (Seite 31) festgesetzten Sinne brauchen. 

**) Diese Behauptung beruht auf einer bekannten SchlussColgerung, 
von welcher im vorliegenden Werke bereits einmal Gebrauch gemacht 
ist. uamlich in der Note auf Seite 201. 

20* 



2G. 



27. 



88. 
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I 

In dieser Formel kann man, nach (27.), W^^^ durch W und 
JF(») durch f ersetzen , ohne dabei einen Fehler von mehr als 
25 zu begehen. Somit folgt: 

Diese Formel , in welcher 3 s einen beliebig gegebenen Klein- 
heitsgrad vorstellt, zeigt, dass Wa durch Annaherung von 
a an $ beliebig nahe an fa herangedrtlckt werden kann, oder 
(kiirzer ausgedriickt) , dass W im Puncte s den Werth /i 
besitzt. In solcher Weise kann man darthun, dass W auf 
der Curve a in alien Puncten, die von den g verschieden 
sind, mit den vorgeschriebenen f identisch ist. — — Es ent- 
spricht also W der Bedingung II. 

Man verfahre jetzt ebenso wie in (27.), wahle namlicli 
wiederum einen beliebigen Kleinheitsgrad b, und mache n so 
gross, dass 

jy{n) — "pp far die Gesammtheit der a 

30. 

und F^^^ — f fiir die Gesammtheit der s 

kleiner als s wird. Sodann beschreibe man um einen der 
Puncte g eine kleine Kreislinie 3c -f- A, von welcher x in 31, 
und A in 3 ^^^g^; ^^^ presse die Gesammtheit der auf x 
vorhandenen Werthe W^^'^ durch Verkleinerung des Radius 
jener Kreislinie in das Intervall hinein: 

31. Fl""^ - 6 ^ W!r^ ^ F2^"^ + 6, 

wo Fi*^ , F2^^ die in g zusammenstossenden Werthe von F^*^^ 
bezeichnen; [solches ist stets ausfiihrbar, weil TF(**> der Be- 
dingung III. entspricht]. In (31.) kann man, zufolg^ (30.), 
TT^"^ durch W und F^*^^ durch f ersetzen, ohne dafbei einen 
Fehler von mehr als 25 zu begehen. Somit folgt: / . 

32. A~3£ ^ TTx ^ A + 3f; 

hiermit aber ist erwiesen, dass W der Bedingung III. eben- 
falls Geniige leistet. — W. z. z. w. 

Bemerkung. — Wir sind friiher bei Behandlung des so- 
genannten aussern Problems (Seite 205) verraittelst der Methode 
des arithmetischen Mittels zu einer gewissen nach kanouischen 
Potentialfunctionen der Flache 21 fortschreitenden Reihe ge- 
langt. Dass diese Reihe wirklich die Losung des Problems 
repriisentirt, haben wir damals (§ 12;> Seite 199) durch sorg- 



Die Theorie der kanoniscben Potentialfunctionen. 309 

fiiltige Betrachtungen verificirt. Sehr viel einfacher und 
leichter wiirden wir gegenwartig eine solche Verification aus- 
zufiihreu im Stande sein, durch Anwendang des eben be- 
wiesenen allgemeiaen Satzes. — Dass librigens 

Sin analoger Satz fiir die kanonisohen Fotential- 
fiinotionen des Gebietes ^ existirt, bedarf kaum noch der 
Erwahnung. Es M^urdeii; wenn man ihn aussprechen und 
beweisen wollte, genau dieselben Worte zu wiederholen sein, 
nur 3; h ^ statt 31, a, x gesetzt. 

NB. — Im folgcnden Capitel wird von den allgemeinen Eigen- 
schaften der kanonischen PoteDtialf unction en fortwahrend Gebrauch 
gemacht werden. Dabei in^ird der Leser gut tbun, uamentlicb aut'die 
Seiten 293 , 294 zuriickzublickeu , wo diese Eigenschaften in eiufachster 
Weise angegeben sind, Bodann aber auch auf die Seiten 304, 305^ wo 
diese Eigenschaften Ton Neuem besprocben sind, unter Hinzufugung 
der betreffenden Formeln. 
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Ueber gewisse anf der Theorie der kauonischen Fotential- 
functionen .beruhende combinatorische Methoden. 

Murphy*) hat bekanntlich eiue combinatorische Methode 
angegeben, durch welche die elektrostatischen Probleme fur 
ein System von beliebig vielen Conductoren auf diejenigen 
Probleme reducirt werden, welche den einzelnm Conductoren 
entsprechen. Diese Methode beruht im Wesentlichen auf 
zwei Satzen, von denen der eiue darin besteht, doss die auf 
einem zur Erde ahgehiteten Conductor durch einen elektrischen 
1 Masse^npunct ( — 1) inducirte Vertheilung stets monogeny und 
zwar positiv ist\ wahrend der andere dahin lautet, doss die 
ehen genannte Selegung ihrer Gesammtmasse nach stets kleiner 
als 1 ist**). Dm an diese Murpht/sche Methode kurz zu er- 
innern, wollen wir folgende Aufgabe in Betracht ziehen. 

Zwei resp. von den Flachen a und /3 begrenzte Con- 
ductoren sind in solcher Weise mit Elektricitat geladen, dass 
das elektrische Gesammtpotential V auf a den constanten 
Werth A , andrerseits auf /3 den Werth NuU hat. Es soUen 
fiir diesen Pall die elektrischen Belegungen der beiden Con- 
ductoren, sowie auch diejenigen Werthe ermittelt werden, 
welche das Potential V in beliebigen Puncten des Baumes 
besitzt. 

Um diese Aufgabe nach der Murphy'achen Methode zu 
behandeln , betrachte man zunachst den Conductor a fur sich 



2. 



3. 



*) Mv/rpTvy: Elementary principles of the theories of electricity^ heat 
and molecular actions. Part I, Chapter V, pag. 93. 

**) Von diesen beiden Satzen haben wir den ersten bereits be- 
wiesen [in (35.) Seite 94j. Wir warden sp^ter auch den zweiten zu 
constatiren Gelegenheit haben (vgl. Satz I ixx der Note auf Seite 348), 
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allein, und bestimme diejenige Belegung Aa dieses Conductors, 
deren Poteutial J/aufa den vorgeschriebenen constanten Werth 
A hat, was angedeutet sein mag durch die Formel: 

Sodann bestimme man diejenige Belegung A^, welche die 
Belegung Aa auf den Conductor /3 induciren wtfrde, falls der- 
selbe zur Erde abgeleitet ware. Das Potential U' dieser Be- 
legung A^ wird alsdann auf /3, abgesehen vom Vorzeichen, 
identisch sein mit U, was angedeutet werden mag durch: 

Hierauf bestimme man diejenige Belegung Aa, welche durch 
die Belegung A'^i auf dem Conductor a hervorgerufen werden 
wiirde, falls derselbe ?ur Erde abgeleitet ware. Das Potential 
C/"' dieser Belegung Aa wird alsdann auf a, abgesehen vom 
Vorzeichen, identisch mit U' sein, also der Formel ent- 
sprechen : 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergiebt sich folgendes 
System von Formeln: 



Ua =A, 


Uf ^- Uf, 


v: ^- m, 


U'p'- U^', 


Va" — Ua', 


u; =. - ur, 



Uud mit Hiilfe dieser Formeln erkennt man leicht, dass das 
eigentlich gesuchte Fotential V den Werth hat: 

r=U+U' +U'' + U'' + ' ' • . in inf. 5 

denn aus jenen Formeln (4.) folgt sofort, dass V auf a den 
Werth A, andrerseits auf /3 den Werth Null hat. Zugleich 
erkennt man, dass die gesttchten Belegungen £« und E^ der 
beiden Conductoren die Werthe haben*): 

Ea = Aa + Aa + A^^ + * * * * ^^^ ^°^- » 

E^= Afi + AJy' + AjJ + • • * • ^° ^'^^• 
Schliesslich erkennt man mit Hiilfe der beiden Satze (1.), (2.), 



*) Es bedarf in^ohl kaum der Bemerkung, dass die GrSssen A, E 
die DichtigJceiten der in Rede stehenden Belegungen sein Bollen. 



4. 



5. 



6. 
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dass die Reiheu (6.) unter alien Umstanden convergent sind*), 
ilnd dass mithin Gleiches auch gilt von der Reihe (5.). 

Diese Murphy'sche Methode ist auf die analogen Probleme 
der Ebene nicht mehr anwendbar, weil daselbst die Satze 
(1.); (2.) unrichtig werden. Aus diesem Grunde werde ich 



•) Ohne auf die weitere Ausfuhrung der hier erforderlichen Argu- 
mentationen mich naher einzulassen, will ich nur zur Erleichterung 
derselben bemerken , dass die Belegungen A , A', A", A'", . . . sammt- 
lich monogen siod. Ist z. B. die gegebene Constante A positiv, so 
wird auch A„ auf der gegebenen Oberflache a allenthalben positiv 
sein [vgl. den Satz (18.) Seite 86j. Hieraus folgt weiter durch An- 
wendung des Satzes (1.)^ dass A^ auf der Flache p allenthalben negativ, 
sodann dass A^ auf a iiberall positiv ist; u. s. w. Diese Bemerkung 
kann dazu dienen, um die in BetrefP der JJifurphy'schen Methode von 
Lipschitz angestellten Betrachtungen (Crelle's Journal, Bd. 61, Seite 12) 
ein wenig zu vereinfachen. 

In analoger Weise, wie die Aufgabe (3.), kann man ubrigens auch 
die allgemeinere Aufgabe behandeln, dass das Potential V auf a he- 
liehig vorgeschriebene Werthe f besitzen, auf p aber wiederum Null sein 
soil. In diesem Fall sind ofFenbar die Belegungen A, A', A", . . . 
nicht mehr monogen. D'och kann man 

A=H + 0, A' = H' + 0', A" = H " + 0", etc. etc. 

setzen , indem man die Zerlegung A = H + in solcher Weise aus- 
fiihrt, dass H allenthalben positiv y und allenthalben negativ ist, sodann 
aber unter H ' die durch H , unter H " die durch H ' inducirte Belegung 
versteht, u. s. w., wahrend andrerseits 0' die durch 0, 0" die durch 
0' inducirte Belegung vorstellen soil, u. s. w. Alsdann sind diese 
Partialbelegungen H, H', H" . . . und 0, 0', 0", . . . [zufolge des 
Satzes (1.)] durchweg monogen; und zwar: 

H pos. , H ' neg. , H " pos. , H "' neg. , etc. etc. 

0neg., 0' pos., 0" neg.. Q'" pos,, etc. etc. 

Hit Riicksicht auf diese Bemerkung [und mit Hiilfe des Satzes (1.)] 
crgiebt sich alsdann der Convergenzbeweis in ahnlicher Weise, wie 
bei der vorhin behandelten einfachern Aufgabe. — Wirft man also 
einen Blick in den schon citirten Aufsatz (Crelle's Journal, Bd. 61, 
Seite 12), so findet man, dass die dortigen Betrachtungen von Lipschitz, 
welche bei der vorhergehenden Aufgabe durch einfachere ersetzt 
werden konnten, im gegenwartigen Fall wirkUch zur Anwendung 
kommen. 

Dass endlich die eben behandeltc Aufgabe den Weg bahnt zur 
Losung der noch allgemeinern Aufgabe, wo das Potential V sowohl 
auf a wie auf fi beliebig vorgeschriebene Werthe besitzen soil, bedarf 
keiuer nahern Darlegung. 
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ini gegenwartigen Capitel eine etwas andere Methode eot- 7. 
wickeln, welche von diesem Uebelstande frei ist, namlich in 
ganz conformer Weise Anwendung findet auf die Probleme 
des Raumes wie auf die der Ebenei Und zwar werde ich, 
in Anbetracht dieser Conformitat, bei meineu Expositjonen 
auf die Probleme der Ebene mich beschrauken konnen. 

Sodann werde ich eine im Ganzen ahnliche Methode 
(oder vielmehr zwei solche Methoden) fiir den Fall angeben, 
dass die beiden Flachen a und fi einander schneiden, Es 8. 
handelt sich alsdann, falls z. 6. a und /3 Kugelf^&chen sind; 
urn die L5suug der elektrostatischen Probleme fiir den von 
diesen beiden Kugelflachen begreuzten linsentormigeii Con- 
ductor. Aber auch hier mag es mir^ der Einfachheit willen, 
gestattet seiu; mich auf die analogen Probleme der Ebeue 
zu beschranken. 

§1- 

Erste Methode. 

Es seien a und /J zwei geschlossene Curven, die eine 
ausserhalh der andern; uud zwar zerfalle die ganze unendliche 
Ebene (S durch a in einen innern Theil ©« und einen aussern 
Theil %ay ebenso durch /3 in die beiden Theile ©^ und J^; 
was augedeutet sein mag durch die Formeln: 

e = @a + 3:a, 

(g = ®^ + 2:^5 / 1^^ ^ ) 

ferner sei: 

e = ©« + ©!*+ Sa/)5 

so dass also %a^ deujenigen Theil der Ebene bezeichuet; wel- 
cher ausserhalb der beiden Curven liegt. ^ In Folge dieser 
^estsetzuDgen ist oflFenbar Zafi ein Theil vonS:^, und ebenso 
auch ein Theil von Zp . 

Wir denken uns auf a und fi irgend welche Werthe 
vorgeschrieben, und stellen uns die Aufgabe, diejenige kano- 
nische Potentialfunction der Fldche %ap zu finden, welche am 
Rande der Fldche, d. i, auf a und /3 jefm vorgeschriebenen 

*) Man bemerkt, dass die Indices die Bandcurven andeuten. Denn 
Xa^ ist begreJizt von a und |J, hingegen Z^ nur von a, ebenso ©„ 
nt*r von a; u. s. w. 
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Werthe besitzt Bei Behancllang dieser Aufgabe setzen wir 
vorauS; dass irgend welche Methode bekannt sei zut Bildung 
der kanonischeii Potentialfunctionen der einfachem Flache "Xa 
iiir beliebig vorgeschriebene Grenzwerthe*), ferner, dass eine 
zweite Methode bekannt sei , um Analoges zu leisten fiir die 
Flache X^ . Diese zu unserer Disposition stehenden Methoden 

2. bezeichnen wir mit y)la und ^^ , und die vermittelst der- 
selben construirbaren kanonischen Functionen der Flachen Xa 
und Zfi respective mit U und F. — Ausserdem setzen wir 

8. voraus, dass die Curve a wirklich amserhalb /3 liege, dass 
also die beiden Curven Jceinen Punct gemein haben. 

Disposition. — Wir werden zunachst gewisse den Curven 
a, /3 eigenthiimliche Constanten x, A, sowie auch die Be- 
schaflFenheit der Functionen ?7, V (2.) zu besprechen haben. 
Sodann erst konnen wir iibergehen zur Behandlung der ge- 
stellten Aufgabe (1.), oder vielmehr zur Behandlung einer 
Beihe aufeinanderfolgender Aufgaben, von denen jene das 
letzte Glied ist. 

Die Situationsconstanten 7Cy A. — Man zerlege die 
Curve a in zwei Theile a' und a", von denen jeder aus be- 
liebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann, und bilde so- 
dann vermittelst der bekannten Methode 3Ra (2.) die Function 
U"', d. i. diejenige kanonische Potentialf unction der Flache 
Xaf welche auf a' Bins, auf «" Null ist. Desgleichen bilde 
man vermittelst jener Methode die Function U"'\ welche um- 
gekehrt auf a" Eins, auf a Null ist* und setze endlich: 

WO 6, /3 zwei beliebige Puncte der Curve /3 vorstellen soUen**). 



4. 



*) Eine solcbe Methode wurde z. 6. die Methode des arithmetischen 
Mittels sein, falls die Bandcurve a der Flache X^ zweiten Ranges und 
keine zweisternige ist; vgl. (77.) Seite 301. — Uebrigens werden wir 
auch in diesem Capital, ebenso wie friiher, stets vorausaetzen^ dass die 
vorgeschriebenen Grenzwerthe keine anderen Unstetigkeiten haben dls 
solche, die in einzelnetC Differenzpuncten bestehen. 

**) Unter C/" und CTj sind die Wertbe der Functionen U^ und 
Z7" in & und |3, d. i. in zwei beliebigen Functen der Curve fi zu ver- 
0tehen. Dass hierbei der Buchstabe § in zwei vertjchiedenen Bedeu- 
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Alsdann ist uach der dritten Eigenschaft der kanonischen 
Functionen (vgl. Seite 293 und 304): 

^ Ut' < 1, *) 

^ c/;" ^ 1, 

und folglich: 

^ 1? ^ 1, 

1 > g ^0. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir unsere Zwecke ist die Frage, 
ob 71 seine untere Grenze, die 0, wirklich erreichen kann. 

Nach (4.), (5.) ist rj eine Sumuie von zwei positiven 
Gliederu , zum Nullwerden von tj also erforderlich , dass diese 
Glieder eimeln verschwinden. Nun ist aber zum Verschwinden 
des Gliedes Vt erforderlich, dass «' = Osei**), ebenso zum 
Verschwinden des Gliedes U^ erforderlich, dass a" = Osei; 
also zum Verschwinden von i^ erforderlich, dass gleichzeitig 
a' = und a" = sei, was oflfenbar unmoglich. Folglich 
kann 1] seine untere Grenze, die 0, niemdls erreichen, so dass 
also den Formeln (6.) die strengere Gestalt zakommt: 

(8ic!) 1 > 6 ^ 0. 
Um die Hauptsache zusammenzufassen: Zerlegt man die 



tungen figurirt, kann kein Missverstandniss bewirken. In Sbhnlicher 
Weise ist ja friiher auch z. B. der Buchstabe a in verschiedenen Be- 
deutungen gebraucht, indem ein variabler Ponct der Curve a bald mit 
s, bald mit a selber bezeichnet wurde. 

*) Das strengere Zeicben <[ ist in den Formeln (5.) unstatthaft. 
Denn die Theile a\ u" sind ganz beliebig, so dass also z. B. a ^=0 
sein kann; alsdann aber wCirde U" ebenfalls = sein. 

**) Die beiden Curven a und |J sollen [nach (3 )] keinen Punct ge- 
mein haben. Folglich wird z. B. der auf § gelegene Punct b von alien 
Puncten der Curve a durch irgend welche (wenn auch noch so kleine) 
Zwischenraume getrennt sein. Zufolge der dritten Eigenschaft der 
kanonischen Functionen findet daher, wenn a^ von Null verschieden ist^ 
stets die Formel statt: 

0<£r«'<l, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. So lange also a' von Null 

verschieden ist, kann U^ niemals verschwinden. Mitanderen Worten: 
Ein solches Verschwinden wird nur dann mQglich sein, wenn a's=0 
ist. W. z. z, w. 



6. 



6. 



8. 



9. 
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Curve a in zwei Theile a' und a' (von denen jeder aus be- 
liebig vielen einzelnen Stiicken bestehen kann); und ver- 
steht man unter b, /3 iswei auf der Curve p frei bewegliche 
Functe, so wird die Grbsse 

variiren mit der Art und Weise jener Zerlegung, sowie auch 

mit der Lage der Puncte 6, P, dahei dber stets der Formel 

unterworfen hleiben: 

^ g < 1. (sic!) 

Was von der Variablen g gilt^ gilt nothwendig auch vonjedem 
Specialwerth derselben, Bezeichnet man also den Maximal' 
werth derselben mit x, so ergiebt sick: 

10. ^ g ^ 3c < 1. (sic!) 

Dieses x ist eine den beiden Curven a, /3 eigenthilmliche Con- 
starde, und mag etwa die Situationsconstante von /) in 
Bezug auf a heissen. 

In analoger Weise wird umgekehrt die Situationscon- 

u. stante von a in Bezug auf /J definirt werden; sie mag k 

^ heissen. 

Ueber die Funotionen ?7, V (2.). — Man denke sich 
auf der Curve a irgend welche Werthe f vorgeschrieben, und 
vermittelst der bekaunten Methode ^a (2.) diejenige kano- 
nische Potentialfunction der Flache %a gebildet, welche am 
Rande der Flache, d. i. auf a jene vorgeschriebenen Werthe 
f besitzt. Um diesiB Function 

naher zu untersuchen, zerlege man die Curve a in zwei 
Theile cc' und a", und zwar in solcher Art, dass die zuge- 
horigen f, nSmlich f und f den Relationen entsprechen: 

K £f £M, 

M^f ^ G, 

wo D/'= (t — JT die Schwankuug von /*, und M=^{G-^K) 
sein soil. Alsdann ist"^) nach der vierten Eigenschaft der kano- 
nischen Fuuctionen: ?7= U"'*f' -\- U^"* ^", also z. B. auch: 

wo /J ein beliebiger Punct der Curve /J sein soil. Was die 



13. 



. *) Man beachte in diesem Capitel Btets die Note Seite 309. 
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beiden GHeder rechts betrifift, so ist nach der dritten Eigeii- 
schaft der kanouischen Functioneu: 

cr;''^'-'^o, *) 

oder mit RQcksicht anf die vierte Eigenschaft: 

oder, was dasselbe: 

Dieser Formel, welche die f und ihr Minimum K betrifift, 
wird, wie leicht zu ubersehen, eine andere zur Seite steheui 
welche die f und ihr Maximum M (13.) betrifift, und so 
lautet: 

Uf'^'^MVf. 

Durch ZusammenfassuHg beider Formeln erhalt man: 

und in ahnlicher Weise wird man [mit Hinblick auf (13.)] 
folgende Formel fiir die f erhalten: 

Durch Addition von (15.), (16.) folgt mit Riicksicht auf (14.): 

Up^Mu;' + auf, 

U^ > KUf + MUf , 
oder, was dasselbe: 

Ufl^G {Vf -f Uf) -(G-M) Uf , 

U^^K{U;'+ uf) +. (M - K) uf , 

Oder, well (G — M) = {M - K) = ^{G — K) ist, und mit 
Riicksicht auf bekaunte Eigenschaften der kanoniscben Func- 
tioneu**): 

Uf,^G-iiG-K)Uf, 

Up^K-j-^iG-K) Uf , 

*) Die Anwendung des rigoroBen Zeichens >• ist hier unstatthaft, 

so lange iiber die f keine speciellere Voraussetzung vorliegt. Denn 

sind z. B. diese f constant ^ etwa= C, so wird f — 1C==0, so dass 

also in diesem Fall die Function Z7" ' -^ ~^ allenthalben Null sein wurde, 

**) Es ist uamlich nach der dritten Eigenschaft: 

U^' + U^" = t/JJ = 1, vgl. (17.) Seite 305. 



17. 



# 
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19. 
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also a fortiori: 

In all' diesen Forraeln bezeichnet /J einen beliebigen Punct 
der Curve /3 . Befindet sich nun der kleinste der Werthe 
Ufi in /Jq, und der grSsste derselben in /J, , so ist die soge- 
21. nannte Bchwankung DTJp = U^^ — TJ^^ ; und hieraus folgt, 
wenn man U^^ durch die erstCy andrerseits TJ^^ durch die 
zweite der Formeln (19.) ausdrQckt: 

DUfi^iG- K) [1 - i(i7;; + jt;;-)], 

also mit Rttcksicht auf (8.), (9.), (10.): 

Setzen wir schliesslich Bf oder (was dasselbe) Dfa statt 
G — K , so gelangen wir durch (20.), (23.) zu deni Satz, 
doss die von uns betrachtete der Fldche %a entsprechende Jcano- 
nische Function 

24.a U= ?7««/ 

auf der Curve /J den Formeln entspricht: 

D Up in Erstreckung von Dfa , 

wo X einen dchten Bruch, ndmlich die Situationsconstante 
von /3 in JSezug auf a vorstelU [vgl. (10.)]. 

Und denken wir uns andrerseits auf /3 (statt auf a) irgend 
welche Werthe f vorgeschrieben , so wird sich offenhar fiir 
die der Fldche %^ entsprechende kanonische Function 

der analoge Sate ergehen: 

D Va in Erstreckung von jD/Jj , 

2>F„^(D/»A, 
wo X die Situationsconstante von a in Bezug auf ^ ist [vgl. (11.)]. 

Erste Aufgabe. — Es soil dne kanonische Potentialfunction 
der Fldche %ap ermitteU werden, welche einerseits auf a von 
den daselbst vorgeschriebenen Werthen f nur durch eine unbe- 
stimmte additive Constante sich unterscheidet , und' welclie 
andrerseits auf /3 verschwindet, 

Wir haben die kanonischen Potentialfunctionen der 



24. b 



25. b 
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Flache %a niit U bezeichnet (2.). Hieraus folgt, nach der 
fimften Eigenschaft, dass diese U zugleich auch kanonische 
Potentialfunctionen fiir jeden Theil von Xa also z. B. fiJr 
'i^afi sind. Analoges gilt von den V. — Bildet man also 
vermittelst der bekannten Methoden ^TOo und SSRfi (2.) die 
aufeinander folgenden Functionen: 



27. 



28. 



und setzt man: 

jlj^n) = (^ _ ^') -|_ (^" _ ^'") . 1_ (g)(2n) _ ^(2n + l)) ^ 

SO Bind air diese Functionen 9, 9>'> 9>"; • • • %^^^ kanonische 
Potentialfunctionen der Flache %ap' Was die Werthe dieser 
Functionen auf der Grenze der Flache, d. i. auf den Curven 
a und /3 betriflft, so folgt zunachst aus (27.): 

9a = /"« > 9/ = 9iJ ^ 

9a = 9a ? 9/* = 9/» » 29. 

IV /// V IV 

9a = 9a > 9/^ = 9/* ; 

• ••• •••• 

und* mit Riicksicht hierauf aus (28.): 

Fiir ein .sehr grosses n wird daher %(»*> die approximative Lb- 
sung der gestellten Aufgabe sein, falls sich nur nachweisen 
lasst, dass ^^^n+i) ^lit wachsendem n gegen eine Constante 
convergirt. 

Bringt man die Satze (24. a, b) und (25. a, b) auf die 
Functionen (27.), und zwar zunachst auf die Functionen 
erster Zeile in Anwendung, so folgt: 

Dg>fi in Erstr. von Dfay D^>a ^^ Erstr. von Dq)^, 
Bq>^ ^ (Bfa)^, Bq>J ^ {Bq>p)k, 

und hieraus durch Elimination von Bq)^: 

B 9a' in Erstr. von Bfa , 

2) 9a' < iBfa)0Cl. 



SO. 



320 Neuntes Capitel. 

Analoge Resultate ergeben sich fiir die Functionen (27.) zweiter 
Zeile, u. s. w.5 und njan gelangt daher zu der Tabelle: 

Dq)a in Erbtr. von Dfay D(pa ^ (D/*a)xA, 

31. D^a" in Eretr. von D(pai I^^>a' ^ (Z)^)^')^^, 

D^^ in Erstr, von Dq)J'\ ^9^1 ^ (^9>a"')^^; 



32. hieraus folgt 9ofort: D^jC^a^+D ^ {Dfa)(KlY+K 

33. Auch ist nach (29.) : ^Jf « + ^> = gj^f »» + 2) 

Aus den Formeln (31.), (32.) erkennt man, dass die Schwan- 
kungen Dfa, Dq)a, Dg>a", ^91; • • • • sammtlich in einander 
geschachteU sind, ferner, dass die Schwankung Z)g>J^2'»+^> mit 
wachsendem n zu Null convergirt, also schliesslich , dass die 
Function (33.) mit wachsendem n gegen eine bestimmte, in 
Erstreckung des Intervalls Dfa gelegene Constante c con- 

vergirt*): 

34. q)i^) = c. 

Hiermit ist dargethan, dass die Function %(»*) (28.), (30.) in 
der That eine approximative Losung unserer Aufgabe sein 
wird, falls man nur n sehr gross macht. Zugleich entsteht 
die Vermuthung, dass 

Die strenge Losung der Aufgabe durch ;|f = ;|f(<^), nam- 
lich durch die Reihe 

35. ^ = (g) — ^') _|- (gj" — ^'") 4" • * • • i^ inf. 

dargestellt sein werde. Dnd diese Vermuthung wird , zufolge 
eiues gewissen allgemeinen Satzes (Seite 306), in Gewissheit 
verwandelt werden, sobald es uns gelingt nachzuweisen, dass 
die Differenz 
3fi.a %^**) — X ^^^ die Gesammtheit der Puncte t 

durch Vergrosserung von n unter jeden beliebigen Klein- 
heitsgrad hiuabgedriickt werden kann, dass ferner Gleiches 
gilt von der Differenz: 

36.b X^^^ — ifa — c) fiir die Gesammtheit der Puncte a , 

und Gleiches auch von der Differenz 
36.0 X^J*^ — fiir die Gesammtheit der Puncte /J . 

*) Vgl. die analogen Betraclitnngen Seite 186, 187. 
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39. 



40. 



Dabei sind unter den ^' alle inneren Puncte der Flache %a^f 
ebenso unter den cc und p alle. JJawdpuncte derselben zu 
verstghen. 

Um nun liber diese Differenzen, welche offenbar auch so 
darstellbar sind*): 

;^(«)_;^ = (g)(2n+3)_^(2n+2)) _[_ (^(2n+5) _ ^(2n4-4))_| i„ inf., 37. » 

^in) ^0 = 0, 37.C 

die gewiinschte Auskunft zu erhalten, kehren wir zuriick zu 
den Formeln (31.), (32.), (33.). Aus diesen folgt sofort**): 

abs ((p(2n+2p + l) _ (p^2n+l)) ^ (2)/^) (« A)«+l , 38. 

WO p eine beliebige positive Zahl ist. Hieraus folgt weiter 
fiir jp= 00 , mit Riicksicht auf (34.): 

abs (c — 9)^2n+i)) < (2)/;) (xiy+' , 

und andrerseits fiir p = I: 

abs (9)i2n+3) _ g,^2n+l)) ^ (2)/^) (x A)« + l , 

oder mit Riicksicht auf (33.): 

abs(9jf«+3) _ g)^2«+2)) ^ (2)/;)(«A)'«+^ 

Ausserdem ist, wie unmittelbar aus (29.) ersichtlich: 

abs(9^2n+3)_^^2„ + 2))=0. 41.^ 

Aus diesen beiden Formeln (4l.a,j3) ergiebt sich aber nach 

der dritten Eigenschaft der kanonischen Functionen: 

abs(9(2n+3) _ ^(2n+2)) ^ (2)^) (xA)« + i fur die Gesammtheit der f . 42. 

Ebenso wie diese Formel (42.) das erste Glied der unendlichen 
Reihe (37. a) betrifft, ebenso gelten oflFenbar analoge Formeln 
fiir das zweite Glied, fiir das dritte, u. s. w. Und durch An- 
wendung air dieser Formeln gelangt man hinsichtlich jener 
Reihe oder (was dasselbe) hinsichtlich des Ausdrucks x^^^ — % 
zu folgendem Resultat: 

abs (x^^^ — x) ^ i^fa) Viz — r ^^^ ^^® Gesammtheit der t , 43. a 

*) Die Formel (37. a) folgt aus (28.) und (35.). Andrerseits ergeben 
sich (37. b . c) direct aus (30.). 

**) In der That ist die Schlussfolgerung , welche von den Formeln 
(3t.), (32.) zur Formel (38.) hinleitet, eine ausserst einfache. Wir 
haben dieselbe friiher (Seite 187) nS.her dargelegt. 

Neumann, Potential. 21 
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Ferner folgt aus (37. b, c) mit Riicksicht auf (39.): 
43. b abs (x^^^ — {f„— c)) ^ (-D/«) {pc^y-^^ fur die Gesammtheit der a, 

43. c abs (Xfi^ — 0) = fur die Gesammtheit der jS . 

Somit erkennen wir, dass die in (37. a, b, c) genannten An- 
forderungen wirklich erfiillt sind, und dass also in der That 
\ X die strenge Losung der Aufgabe ist. 

Um die Hauptsache zusammenzufassen : Bildet many von 
den vorgeschriebenen fa aus, vermittelst der beJcannten Me- 
thoden 3Jla, 5)i/* (2.) die aufeinander folgenden Functionen 
q)y (p\ (p", (p"'y .... (27.), so wird die aus diesen Funetionen 
zusammengesetzte Reihe 

44. x = iSP — 9) + (9" — 9'") + ••••• in inf. 

eine kanonische Potentialfunction der Fldche %ap sein mit den 
Grenzwerthen 

45. %a=fa- c, X/J = , 

wo c eine Constante ist Der Werth dieser Constanten c 
liegt in ErstrecTzung de^ Intervalls Dfa , und ist also identisch 

46. mit einem speciellen der WertJie fa> Auch reprdsentirt 
diese Constante zugleieh diejenige Grenze, gegen welche die 
Function qpjj*^ mit wachsendem n convergirt*), 

Zweite Aufgabe. — Es soil diejenige kanonische Fotential- 

47. function der Fldche S^a^ ermittelt werden, welche auf cc EinSy 
und auf j3 Null ist 

Es sei W das Potential zweier Massenpuncte m und m\ 
Ton denen der erste innerhalh a, der zweite innerhalb /J liegt; 
au,sserdem sei: 

4a m = pos. , m' = ^^ m. 

Bildet man vermittelst. der bekannten Methode 9)t^ (2.) die 
Function F/*' ^, d. i. diejenige kanonische Potentialfunction 
der Flache 2^^, welche auf p gleichwerthig mit W ist, so 
wird offenbar die DifFerenz 

49. F=w—r(^^'^ 

im Puncte m und auf der Curve j3 die Werthe habeu^: 

*) Diese Behauptungen hinsichtlich der Constanten c ergeben gich 
theils aus (34.), theils aus der kurz vw (34.) gemachten Bemerkung. 
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wo + ^^ ®>^ positives Unendlich vorstellt, zufolge (48.). — 
Auch bemerkt man, dass die drei Functionen TF, F/^» ^ uud 
F nicht nur kanonische Potentialfunctionen der FISche Xa/i, 
sondern ebenso auch kanonische Potentialfunctionen der- 
jenigen neuen Flache 2x/? sind, welche aus "^afi entsteht, 
sobald man die Curve a zu einer unendlich kleinen urn m 
beschriebenen Kreislinie x zusammenschrumpfen lasst. Nacli 
der dritten Eigenschaft der kanouischen Functionen findet 
daher fur jeden innerhalb Xx^ gelegenen Punct, z. B. fur 
jeden Punct a die Formel statt: 

G > Fa > K, 51, 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso, wo G den grossten 
der Werthe F^, F^, namlich den grossten der am Rande 
der Flache Xx^ gelegenen Werthe vorstellt, wahrend K den 
kleinsten derselben bezeichnet. Ein Blick auf die Formeln 
(50.) giebt uns eine deutliche Vorstellung iiber diese Werthe 
Fxf Ffi, und zeigt uns, dass G eine ungeheuer grosse positive 
Zahly und K gleich NuU ist. Somit folgt aus (51.): 

+ OO > i^« > , 52. 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Schliesslich folgt, 
um die Haupisaohe herauszuheben , aus (50.) und (52.): 

Fu> 0, (sic!) F^ =0. 53. 

Denken wir uns nun auf Grund der Randwerthe Fa die 
Functionen O, O', O", .... X gebildet, genau in derselben 
Weise, wie vorhin [vgl. den Satz (44.), (45.)] auf Grund 
der Randwerthe fa die Functionen 9, q)\ 9", > . > % ^^^' 
struirt wurden, so wird: 

X = (0 — 0') + (^" - ^"0 + in inf. , 54. 

und ferner: 

Xa=Fa — C, X^ = , 55^ 

WO die Constante C [nach (46.)] mit einem speciellen der 
Werthe Fa identisch, also [nach (53.)] der Bedingung 

00 (sic!) • 66. 

unterworfen ist. — Bilden wir nun schliesslich die Differenz: 

A = jF— X, 67. 

21* 
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so wird A; ebenso wie F, X, eiue kanonische Potential- 
function der Plache %ap sein, und zugleich den aus (53.), 
(55.) sich ergebenden Formeln: 

58. Aa == C; A^ = 

entsprechen. Folglich reprasentirt ^ die Losung der gesteUten 

Aufgdbe (47.). 

Bemerkung. — Eingedenk der zweiten Eigenschaft der 
kanonischen Functionen, erkennt man aus (58.), dass die 
Function A auf der Flache %afi allenthalben verschwinden 
wiirde, falls zufalliger Weise (7=0 sein soUte, und dass 

alsdann die gefundene Losung ^ gleich — , mithin illusorisch 

sein wiirde. Doch kann ein solcher Zufall, wie durch (56.) 
constatirt ist, niemals eintreten. 

Dritte Aufgabe. — Es soU diejenige hanonische Potential- 

59. function der Flache Xa^ ermittelt werden, welche auf a heliebig 
vorgeschriebene Werthe fa hesitzt^ und auf fi Null ist. 

Die schon gebildeten kanonischen Potentialfunctionen x 
und A der Flache £a^ besitzen nach (45.) und (58.) die 
Grenzwerthe : 

Aa=G, A^=0. 

Setzt man also: 

SO wird Q die Grenzwerthe haben: 

(51. Qa= fa f Q^ == , 

folglich die Losung der gesteUten Aufgabe (59.) sein. 

Vierte Aufgabe. — Es soil diejenige kanonische Potential- 
62. function der Flache Xa(i ermittelt werden , welche auf a be- 
liebig vorgeschriebene Werthe fa, und andrerseits auf ^ eben- 
falls beliebig vorgeschriebene Werthe f^ besitat 

Wir haben soeben diejenige kanonische Potentialfunction 
Q (60.) der Flache %ap gebildet, welche auf a die Werthe 
fa hat, und auf j3 verschwindet, In analoger Weise konnen 
wir offenbar eine kanonische Potentialfunction Q' der Flache 
%ap construiren, welche umgekehrt auf a verschwindet , bin- 



es. 
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gegen auf /3 die daselbst vorgeschriebenen Werthe f^ hat. 
Solches ausgefiihrt gedacht, wird oflFenbar Q + Q' die io- 
sung der gestellten Aufgabe sein. 

AUgemeinere Aiifgaben. — In gapz analoger Weise 
kann eine von zwei Curven a und /3 begrenzte ringformige 
Flache %a^ bebaudelt werden. In diesem Fall ist, wenn a 
den aussern, /3 den innern Rand vorstelli;, fiir %a diejenige 
Flache zu nehmen, in welche %afi durch ein allmahliches 
Znsammenschrumpfen und schliessliches Verschwinden von /3 
ijbergehen wiirde, andrerseits fiir Xfi diejenige, in welche 
Za'ii durch fortgesetzte Erweiterung und schliessliches Un- 
sichtbarwerden*) von a sich verwandeln wiirde. 

Ganz analoge Betrachtungen sind aber auch auf solche 
Flachenanwendbar, die son drei, vier^ beliebig vielen Guryen 
begrenzt werden. Um den allgemeinsten Fall zur Sprache 
zu bringen, denke man sich eine von n Curven begrenzte 
Flache gegeben, und bezeichne irgend eine Anzahl dieser 
Curven mit a,. die noch ubrig bleibende Anzahl mit /3, und 
die Flache selber mit £„> • Lasst man diese Flache Xafi uber 
die Curven /3 hinaus mehr und mehr anwachsen, so entsteht 
schliesslich eine Flache Xa , welche nur noch von den a be- 
grenzt ist. Und lasst man andrerseits Xa^ tiber die a hinaus 
mehr und mehr anwachsen, so wird schliesslich. eine gewisse 
Flache 2;^ entstehen, die nur noch von den /? begrenzt ist 
Von diesen Flachen Xafi ^ Xa, %fi gilt alsdann Analoges wie 
fruher. In der That erkennt man leicht, dass man die kano- 
nischen Poteivtialfundionen der Flddhe Xa^ fi^r vorgeschriebene 
Grenawerthe aufzustelleii vermag, sobald man nur im Besitz 
irgend welcher Mefhoden ist zur Losung der entspreehendcn 
Aufgaben fiir jede der beiden Flachen Xa und X^. Aller- 
dings ist dabei, tthnlich wie fruher, die Voraussetzung er- 
forderlich, dass die Curven a von den Curven /3 vollstandig 
getrennt seien, dass also sammtliche Puncte des Curven- 
complexes a von denen des Curvencomplexes j3 durch irgend 
welche Zwischenraume geschieden sind. 



*) Ich verstehe hier unter dem Unsichtbarvf erdeii der Curve a ihr 
Verschwinden in unendlicher Feme. 



1. 
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§2. 

Zweite Methode. 

Es seien a, /3, y, d vier von g nach h laufende, einander 
nicht schneidende Curven. Wir bezeichnen die von a + y 
umschlossene Flache mit 31, die 
von /S + ^ umschlossene mit 33 ; 
endlich die, von a + /^ umschlos- 
sene mit %a^j und stellen uns 
die Aufgabe, diejenige Jcanonische 
Potentialfunction der Flache %afi 
zu finden, welche am Rande der- 
selben, d. i. auf a + /3 verge- 
schriehene Werthe hesitzt. — Dabei setzen wir voraus, dass 
irgend welche Methode bekannt sei zur Bildung der kano- 
nischen Potentialfunctionen der Flache 2( fiir beliebig vorge- 
schriebene Grenzwerthe *) ; ferner, dass eine zweite Methode 
bekannt sei, um Analoges zu leisten fiir die Flache 33. Diese 

2. Methoden bezeichnen wir respective mit ?D?a und 5W^, uud 
die vermittelst derselben construirbaren kanonischen Functionen 
der Flachen 2( und 33 respective mit U und V. — Ausser- 
dem setzen wir voraus, dass die Curven or, /3, y, d in den 
Puncten g^ h einander nicht beriihren, also daselbst Winkel 

3. bilden, die sammtlich von Null verschieden sind**). 

Voriauflge Bemerkungen. — Was die vier Curven a, /3, y^ d 
betriflFt, so mogen z. B. bei der Curve j3 folgende Bezeich- 
nungen eingefuhrt werden : 

4. (/3) Pg pJi g h 

■ V 

^ . (3 
Es mogen namlich alle Puncte der Curve, welche von den 
beiden Endpuncten durch irgend welche, wenn auch uoch so 
kleine, Entfernungen getrennt sind, durch ein eingeMammertes 

*) Eine solche Methode wird z. B. die Methode des arithmetischen 
Mittels sein , falls die Randcurve cc -\- y der Flache % zweiten Ranges 
und keine zweistemige ist. 

**) Im Uebrigen sind diese Winkel beliebig, Und es ist also z. B. 
fiir unsere Betrachtungen vdllig gleichgultig , ob die Summe der bei g 
vorhandenen Winkel (a^) und (^y) den Werth 180^ hat, "wie in vor- 
stehender Figur, oder irgend welchen andern Werth, wie in den Fi- 
guren Seite 327 und 333. 
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(/3) , ferner solche Puncte, welche den Endpuncten sich ins 
Unendliche nahern, mit Pg, ^h, und schliesslich sammtliche 
Puncte (/3), ^g, ^h zusammengenommen mit /S bezeichnet*) 
sein. Und Analoges mag gelten bei den Curven ct, y, d, — 
Uebrigens werden wir im gegenwartigen § im Allgemeinen 
einen 'ahnlichen Weg einschlagen, wie im vorhergehenden §, 
indem wir zunachst gewisse den Curven a, /3, y, d eigen- 
thiiraliche Constanten, sodann die Punctionen U, V (2.) be- 
sprechen, und eDdlich zur Aufgabe selber iibergehen. 

Die Situatioilsconstanten oc, L — Denkt man sich ver- 
mittelst der bekannten Methode Ma (2.) die Function J7", 
d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Plache 31 ge- 
bildet, welche auf a Eins, auf y Null ist, so findet nach 
der dritten Eigenschaft der kanonischen Punctionen fiir 
sammtliche Puncte /3 die Formel statt: 

< J72 < 1 [vgl. (11.) Seite 304]; , 5. 

und insbesondere fur die eingeklammerten Puncte (/J) fol- 
gende Formel: 

< Z7q^) < 1 [vgl. (7.) Seite 304] , 6. 

die Zeichen genommen in sensu rigoroso, Deuu jene einge- 
klammerten Puncte (j3) sind vom Rande 
der Flache 51 durch irgend welche , wenn 
auch noch so kleine, Entfernungen ge- 
trennt [vgl. (3.), (4.)]. — Ferner ergiebt 
sich aus der genannten dritten Eigen- 
schaft fiir den Punct Pg die Formel: 

^^ff— A + c ~ A+c ' ^ \ y ^• 

wo A und C die Winkel sind, unter 
welch en die Curve /3 im Puncte g respective gegen a und y 
geneigt ist, wahrend /*« = 1 und fy = die der Function 
U" vorgeschriebenen Grenzwerthe bezeichnen. Nun ist aber 
nach unserer Voraussetzung (3.): 

______ 0<G<A + C, 

*) Man bemerkt sofort, dass bei der Curve p die Puncte (P), p^, g 
Oder (^) , ^h^ h sich ebenso zu einander verhalten, wie friiher bei der 
Flache 3 die Puncte t, is, 8. 
**) Vgl. (9.) Seite 304. 




9. 
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die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Hieraus folgt: 

0<^<l, 
also mit Riicksicht auf (7.).* 

In analoger Weise erhalt man: 

<£/;,< 1 , 

also durch Zusammenfassung der Formeln (6.), (8.), (9.).und 
mit Riicksicht auf die in (4.) festgesetzteCollectivbezeichnung*): 

0<Z7^<1, 

immer die Zeichen genommen in sensu rigoroso. Diese Formel 
(10.) gilt fiir sammtliche Puncte /S, also z. B. auch fiir den- 
jenigen sjpeciellen Punct j3, in welchem U^ sein Maximum 
hat. Bezeichnet man also dieses Maximum mit x^ so er- 
giebt sich: 
n. < U"^ ^ 7C <1 (sic!). 

In analoger Weise wird man offenbar, was die kano- 
nischen Potentialfunctionen V der Plache 25 betrifft, eine 
Formel erhalten, die so lautet: 

< F2 ^ A < 1 (sic!). 

Die in solcher Weise definirten Constanten x, A hangen 
offenbar, ebenso wie die Functionen U^j V^ , nur von den 
geometrischen Verhaltnissen ab, und mogen die Situations^ 
constanten der gegebenen Curven heissen. 

Ueber die Functionen £/, V (2,). — Man denke sich 
vermittelst der bekannten Methode Wta (2.) die Function 

gebildet, d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Flache 
21, welche auf a beli^big vorgeschriebene Werthe f oder fa 
besitzt, und auf y verschwindet. Um die Function (13.) 
naher zu untersuchen, setze man: 

K = Min fa , 

G^ = Max /•« , M= Max (abs fa) , **) 

*) Nach (4.) ist namlich p CollectivbezeicLnung fiir sammtliche 
Puncte (jJ), ^g und |J^. 

**) Wir bezeichnen die auf a vorgeschriebenen Werthe bald mit /", 
bald gcnauer mit fa' ' 



12. 
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und betrachte zuvorderst die Function U"'^~-^. Fiir diese 
ergiebt sich aus der dritten Eigenschaft der kanonischen 
Functionen : 

^ J7^' ^"^ , [vgl. (11.) Seite 304]; 

und hieraus folgt mit Riicksicht auf die vierte Eigenschaft: 

^ GU^ - V^'^, 
mithin: 

In analoger Weise ergiebt sich offenbar: 

und durch Zusammenfassung der beiden letzten Formeln: 

KU; ^ U^"^ < GU^ . 
Hieraus folgt, weil U^ nach (11.) stets positiv ist, und K, G 
zwischen — M und + M (14.) gelegen sind : 

also mit nochmaliger RGcksicht auf (11.) • 

oder, falls man fiir M seine eigentliche Bedeutung (14.) sub- 
stituirt : 

abs Up-^ <7c ' Max (abs fa) . is. 

Denkt man sich andrerseits vermittelst der bekannten 
Methode m^ (2.) die Function 

d. i. diejenige kanonische Potentialfunction der Flache 23 con- 
struirt, welche auf /3 beliebig vorgeschriebene Werthe /* oder 
fp besitzt, und auf 8 verschwindet; so wird sich die mit (15.) 
analoge Formel ergeben: 

abs Vi\ ^ ^ A . Max (abs f^) , ". 

wo A die Constante (12.) ist. 

Erste Aufgabe. — Es soil diejenige kanonische Potential- 
function der Flache %a^ gebildet werden, welche auf cc vorge- is- 
schriebene Werthe f oder fa lesitzt, und auf P verschwindet. 

Die kanonischen Potentialfunctionen der Flache 21 oder 
S sind, nach der fiinften Eigenschaft dieser Functionen, zu- 



19. 



20. 



21. 



22. 
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gleich audi kauouische Potentialfimctionen der Flache £a/9; 
denn letztere ist ein Theil von 21, desgleichen von 33 . Bildet 
man also vermittelst der bekannten Methoden Wta und ^l(t 
(2.), von den vorgeschriebenen f aus, die aufeinanderfolgen- 
den Functionen: 

(p = £r«'/, q)' = F/*'*, - 

• • • • • • 

und setzt man: 

X(») = (9) - 9,') + (9" - 9'") + (9'''> - 9'*»+") , 

so sind air diese Functionen 9, ip', q)'\ • • • %^") kanonische 
Potentialfunctionen der Flache J^a/?. Was die Werthe dieser 
Functionen am Rande der Flache betrifiTt, so folgt aus (19.): 

rv "' V IV 

.••• •••• 

und mit Riicksicht hierauf aus (20.): 

Fiir ein sehr grosses n wiirde also %^*) die approximative Ld- 
sung der gestellten Aufgabe (18.) darstellen, wenn sich zeigen 
liessC; dass 9^^"+^^ mit wachsendem w gegen Null convergirt 

Nun entsprechen, um hierauf naher einzugehen, die 
Functionen q), q)' (19.) den Hiilfssatzen (15.), (17.), d. i. den 
Formeln: 

abs (pfi ^ X • Max (abs fa) , abs g^a ^ A • Max (abs g?^) , 

woraus durch Elimination von <p^ folgt: 

abs 9)a ^ X A • Max (abs /*«) . 

In analoger Weise ergiebt sich: 

abs q)a' ^ xk • Max (abs q)a) , 

abs 9) J ^ xA • Max (abs q/^') , 



und schliesslich durch Multiplication air dieser Formeln: 
28. abs g)(J« + i) £ (xA)«+i . Max (abs Q , 






Xc9 — Tag f^ay 



*) Es folgt namlich aus (23.), dass qp^**"^^^ mit wachsendem n zu 
Null convergirt. Gleiches gilt daher, mit Riicksicht auf (21.), auch 
von qp^**^ ; so dass also die Formel (24.) allgemein gill tig ist, einerlei, 
ob die ins Unendliche wachsende Ordnungszahl eine u/ngerade oder 
gerade ist. 

**) Die auf diese Formeln b^ugliche Figur Seite 333 reprasentirt 
einen Theil der urspriinglichen Figur Seite 326, in grSsserem Maass- 
stabe, iibrigens auch in etwas anderen Verhaitnissen (vgl. die zweite 
Note, Seite 326). 



26. 
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folglich: ^,.,_.^ ,^ 

Somit ist also nachgewiesen, dass die Function x^^^ in der 
That eine approximative Losung der gestellten Aufgabe re- 
prasentirt. Hieraus aber ergiebt sich,-wie man leicht iiber- 
sieht, unter Anwendung eines gewissen allgemeinen Satzes 
(Seite 306), dass x=^ X^"^^ ^i® strenge Losung ist, oder (anders 
ausgedriickt), dass die Beihe 

X = (^tp — g)') -|- (g)" — g)'"j _j- . . .in inf. 25. 

eine Tcanonische Potentialfundion der Fldche %a^ ist mit den 
Grenswerthen: 

Xa^fa, Xti = 0. 

Bemerkung. — Die Function en 9, 9", 9^^, .... sind 
[nach (19.)] kanonische Potentialfunctionen der Flache 21, 
deren Grenzwerthe in g und h unstetig , namlich mit gewissen 
Differ enzen behaftet sind. Analoges gilt [nach (19.)] von 
9> ) 9% 9^? • • • °^i^ Bezug auf 23, und [nach (25.), (26.)] 
von X ^^^ Bezug auf Xa^ . Hieraus folgt nach einem be- 
kannten allgemeinen Satz, dass die Grenzwerthe dieser Func- 
tionen in g und h lineare Functionen der betreffenden Azi- 
muthe, namlich von der Form 

f^'^ + f'^ [vgl. Seite 301] 

sind. Und zwar erhalt man, virenn irgend eine von g ausgehende 
innerhalb Zafi bleibende Curve bezeichnet, die Formeln**): 

« 

9o9 — '"ff~^> ^*'^ — 9^/^^ "py 



27. 



28. 
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wo die im Puncte g von den Curven a, /J, y, tf , gebildeten 
Winkel mit ^y, ay, , . . bezeichnet sind*). 

Da X (25.) aus den ip, q)', ip", ip"\ . . '. zusammen- 

gesetzt ist, so moss es moglich sein, die Formel (28.) aus 

den Porraeln (27.) zir deduciren. Ejne derartige Deduction 

». kann nur eine erwunschte Controle fur die Oorrectheit unserer 

Theorie sein, und mag daher wirklich versucht werden. 

Lasst man zunachst in den Formeln (27.) links und 
rechts die variable Curve iS resp. mit fi und a zusammen- 
fallen, und setzt man dabei zur Abkurzung: 



30. 



38. 



so folgt: 



^ = K, f| = A, 

ay ' pd ' 

// '1/ '" " A 



und sodann weiter: 

q)^g =fagK, <Pag = fag K A , 

3*- 9fig = fag K^A , 9>ag = fag K^ ^' , 

9'".=ApK'AS q>lg=^fagK'h\ 



Nun ist nach (25.): 

Xag = {9>og — 9og) + {^ag — <Pag) + • • • in inf. , 

also nach (27.): 



33. Xag = {fag + 9ag + g>ag ^^ "^^"^0 ^ 

— i9^g + 9^^g + 9jg+ ^^^'') p, 

also mit Rucksicht auf (31.): 

1 ay 



8*. tag — fag ^ — KA 

-f ^ 

fag 



ay 

K aS 

1- KA pd' 



*) ''i Pi y> ^ si^d gegebene feste Curven, wahrend 6 beliebig 
variiren kann. Demgemass sind die Zahler der in (27.), (28.) aaf- 
tretenden Bruche ebenfalls variabel. In der That reprasentiren diese 
Zahler (r|?, cry, a 8 die Azimv^he, unter welchen die variable Curve o 
gegen die festen Curven /?, y, d geneigt ist 
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Fiihrt man zur weitern Reduction dieser Formel die Ab- 
kurzungen ein: 

ay = A, a^ = |, 

so folgt zunachst aus (30.) 
und mit Riicksicht auf die 
beistehende Figur: 

^ ^ - (g + 1 ?) 






Mit Riicksicht hierauf folgt weiter: 




6y 
ay 



- K 



c8 ^-§ _ A-^d + r j) B — fj 
ps"" A A B ^ 

_ n[{A + B)^(l + n) ] 

AB ' 



also, falls man durch (38.) dividirt: 



»7 



1-KA i + ri • 

Hierdurch aber gewinnt die Formel (34.) die Gestalt: 



n 



op 



Xog — fag t _1_ « ; Cl. 1. — fag ^ , 

in vollem Einklang mit (28.). — W. z. z. w. > 

Zweite Aufgabe. — Es wird gesttcht di^enige kanonische 
Potentialfundion der Fldche %ap, welche auf a + /3 heliehig 
vorgeschriebene Werthe f hesiM. 

Man erkennt sofort, dass diese Aufgabe auf die vorher- 
gehende (18.) reducirbar ist.* Die Reduction ist analog der 
in (63.) Seite 324 angegebenen. 

. AUgemeinere Aufgabe.^ — Es sei % eine in der Ebene 
beliebig gegebene, von beliebig vielen Curven ^, 6\ <j", . . . 
begrenzte Flache. Man denke sich einige dieser Curven durch 
irgend welche Puncte in Segmente zerlegt/ so dass alsdann 
die Begrenzung von 3^ theils aus geschhssenm , theils aus un- 



35. 



36. 



37. 



38. 



DO 
u9* 



40. 



41. 
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gescldossenen Curven besteht. AH* diese Curven bringe man 
nach beliebiger Auswahl in zwei Gruppen, indem man die 
einen mit a, die andereu mit /J, und X selber mit 2^^/? be- 
zeichnet. 

Man lasse nun diese Flache Xafi uber die Curven j3 
hinaus in beliebiger Weise anwachsen, bezeichne die in sol* 
cher Weise erweiterte l^lache mit 3[, und die bei dieser an 
Stelle der p vorhandene Begrenzung mit y] so dass also der 
Rand von Xa^i durch a + /3, der Rand von % hingegen durch 
cc '■\- y reprasentirt ist. — In analoger Weise mag eine Flache 
^ entstaudeu gedacht werden durch ein beliebiges Anwacbsen 
der Flache Xa/? uber die a hinaus; und der Rand von ® be- 
zeichnet sein mit ^ -{- 8. 

Von diesen drei Flachen Xa^, 21, S gilt alsdann Aehn- 
liches wie von den specieUeren Flachen Xa^^, %, iB, denen 
unsere vorhergehenden Betrachtungen gewidmet waren. In 
der That erkennt man leicht, ddss man die kanonischen 
42. Potentialfundionen der Fldclie Xa^ fur vorgeschriebene Grenz- 
werthe aufzusteUen vermag, sohdld man nur im Besitz irgend 
welcher Methoden ist zur Losung cier entsprechenden Auf- 
gaben fiir die Flachen 3( tind 93 . Allerdings ist dabei, ahn- 
lich wie friiher, die Voraussetzung erforderlich , dass die 
Curven a, ^,y, 8 liberall, wo sie zusammenstossen , einander 
nicht beriihren. 

§3. 
Modification der zweiten Hethode. 

Die im vorhergehenden § exponirte Methode ist einer 
gewissen Modification fahig, durch welche sie an Einfachheit 
gewinnt. 

Man denke sich von Neuem die Aufgabe (4L) vorgelegt, 
und bilde, von den vorgeschriebenen f (d. i. fa und /Jy) aus, 
die aufeinander folgenden Functionen: 
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vermittelst der bekannteii Methoden 3JJ« und Wt^ (2.). Als- 
dann ist ofiFenbar: 

oder, was dasselbe: 

Hieraus folgt mit Rucksicht auf (17.): 

abs {fa — ^«) ^ i [Max (abs /i,) + A • Max (abs /]?)] , 
oder, falls raau als Collectivbezeichnung fiir a, /J wahlt: 

abs (fa - to) < -^ Max (abs fa) . 
In ahnlicher Weise erhalt mail: 

abs (/> - t^) ^ -4^ Max (abs fa) , 
also beide Formelu zusammengefasst: 

abs (fa - .to) < -^ Max (abs fa) , 



44. a 



WO ft die grbsste der Constanten x, A vorstellt. — Ebenso 
wie diese Relation (44. a) aus der ersten Formel (43.) ent- 
standen ist, ebenso wird man auf Grund der zweiten Formel 
(43.) folgende Relation erhalten: 

abs (fa — ta — ^ff ) < ^— Max (abs (fa — ^0)) , 44. b 

und auf Grund der dritten Formel (43.) folgende: 

abs (fa — ta— ta — ta') S 2" ~ **^^ (^^^ (f^ — ^cr — ta)) , 44. o 

u. s. w. u. s. w. — Durch Multiplication dieser Relationen 
(44. a, b, c, . . .) folgt sofort: 

abs {fa -f„-^„'...- ^J,")) ^ (i^^)"+' Max (abs f^) , 

wo —~-^, ebenso wie x, A, jt, ein dchter Bruch ist. 
Setzt man also: 

50 mr(Z (fiir ein sehr grosses n) -9^^**^ eine approximative 
Losung der gestellten Aufgahe (41.) sein. Und folglich wird. 



45. 
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wie sich durcli Anweiidung eines bekannten Satzes (Seite 306) 
leicht ergiebt, 

z^* = ^ -j- ^' -|- ^" -|- . . . . in inf. 

die Strang^ Losung sein. 

§4. 
Andeutung einer dritten Methode. 

Es mogen g, h, a, p, y, S, 91, 93, Xa(i genau die- 
selben Bedeutungen haben wie friiher (Seite 326); ausserdem 
sei Xyd die von y + ^ uraschlos- 
sene Flache. — Wir stellen uns 
die Aufgabe, diejenige kanonische 
J Potentialfundion der Flache Xyd 
zu finden, welche am Rande der- 
selben, d. i. auf y -\- S vorge- 
schriehene Werthe hesiM. Dabei 
setzen wir voraus, dass irgend 
welche Methode bekannt sei^zur Losung der analogen Auf- 
gabe fiir die Flache 31, und dass irgend welche zweite Me- 
thode bekannt sei zur Losung derselben fur die Flache 33. Diese 

2. Methoden bezeichnen wir resp. mit SD?a und 9)1^, und die 
vermittelst derselben construirbaren kanonischen Functionen' 
der Flachen 9t und 93 resp. mit U und F. Auch setzen 
wir voraus, dass die Curven a, /3, y, tf in den Puncten^, h 
einander nicht beriihren, also daselbst Winkel bilden, die 

3. sammtlich von Null verschieden sind. 

Da diese Voraussetzungen mit unseren friiheren Voraus- 
setzuugen (Seite 326) identisch sind , so ergeben sich , genau 
wie damals, die Formeln (vgl. Seite 329): 

4. abs U^'-^ -^ z ' Max (abs fa) , 

5. abs Fif '^ ^ A . Max (abs f^), 

wo die f (d. i. fa und /J?) beliebig vorgeschriebene Werthe 
bezeichnen, wahrend x, A zwei den Curven a, j3, y, S 
eigenthfimliche Constanten vorstellen, deren jede ein dchter^ 
BrucJi ist. 

Um nun auf die Losung der gestellten Aufgabe (1.) 
naher einzugehen , bezeichne man die auf y -\- d vorge- 



\- 
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* 
schriebenen Werthe mit f (oder genauer mit f^^ fijj und 

bilde von dieseii f aus, vermittelst der bekannten Methoden 

5)ia, 5)t^ (2.), die aufeinanderfolgenden Functioneu: 



wo die 1^ (d. i. JFa und J?'^) vollkommen willkurlieh gewahlt 
sein mogen, also, falls es uns beliebt, auch Null sein kounen. 
Aus diesen Formeln (6.) folgt sofort: 

<Py =(Pyj td =^d, 



mithin auch: 






G. 



7. 



8. 



ferner folgt aus (6.): 

q>a = q)a + {tu — qa) , ^/i = ^/? + {g>ii — tfi) , 
oder, einfacher geschrieben: 

und endlich folgt aus (6.): 

9,^ = 9,^ + f/;. ^-p, ^^ = ^„ + Ff ' *'-'^ . 

Nun ist nach (4.): 

abs £/? ' ^"^ < 7c • Max [abs (^a — 9?a)] , 
also mit Rtieksicht auf die Formel (10.) linker Hand: 

abs {(p^ — q)^) ^ 7C • Max [abs (^^ — q)a)] , 
oder, mit Riicksicht auf die Formel (9.) rechter Hand: 
abs {(f^ — ^^) ^ X • Max [abs ((pa — ^a)] . 

In ahnlicher Weise erhalt man die Formel: 

abs (^a — q)a) '^ A • Max [abs (^a — 9?o)] , 

und sodann durch Zusammenfassung beider Formeln: 

abs {<pa — ^a) ^ ^ • Max [abs (9^ — ^a)] , u. a 

wo als CoUectivbezeichnung fur a, fi fungirt, und [i die 

Neumann, Potential. 22 
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grosste der Constanien x, X vorstellt. — Analog mit (11. a) 
wird sich offenbar ergeben: 

II. b abs {(pa — to) < 11^ ' Max [abs {(pi — ^a)], 

11. c a^s (9a'" — tal < /* • Max [abs (q)a — ^a")]> 

u. s. w. u. s. w. Aus diesen Formeln (11. a, b, c . . .) folgt 

aber durch Multiplication: 

12. abs (9^"^— t^;^) ^ /t* • Max [abs {(pa - to)] • 

Das gestellte Problem (1.) wird zofolge (8.) seine Losung 
finden durch die Fnnctionen 

13. yW nnd ^(«), 

falls sich nur nachweisen lasst, dass dieselben durch Yer- 
grossernng von n unter einander identisch gemacht werden 
konnen in Erstreckung des den beiden Flachen ?l und S ge- 
meinsamen Gebietes Xa^ - Dass solches aber wirklich der 
Fall sei, folgt aus der Formel (12.) 

Bemerkung. — Die hier angewendete Methode kann 
leicht auf aUgenieinere Aufgaben ausgedehnt werden , vgl. die 
analogen Betrachtungen auf Seite 333. 

Besnerkong. — Die in diesemi § angedeutete Methode 
durfte, wenn auch nicht der Begrundung^ so doch den For- 
meln nachy im Wesentlichen identisch sein mit der von 
Schware mitgetheilten Methode [Programm der Polyt. Schule 
in Zurich 1869/70, vgl. auch Borchardt's Journal, Bd. 70, 
Seite 120]. 



Anhang. 

Erweiterung einiger llntersuchungen Ton Green 

und Thomson. 

Der im dritten Capitel besprochene erweiterte Gauss^sche 
SaU (vgl. Seite 72 und 98) betriflffc die sogenannte natUrliche 
Belegung (y) eines gegebenen Conductors. In analoger Weise 
lassen sich, wie ich gegenwartig zeigen werde, analoge Satze 
aufstellen fiir die durch einen gegebenen Massenpunct indu- 
drten Belegungen (if) und (O"), wo {rf) diejenige Belegung 
bezeiehnen soil, welche entsteht, wenn der Conductor zur 
Erde abgeleitet, andrerseits ('9') diejenige, welche entsteht, 
wenn der Conductor isolirt und mit der Ladung Null ver- 
sehen ist. Diese Satze stehen in unmittelbarer Beziehung zu 
bekannten Untersuchungen von Green. 

Sodann werde ich iibergehen zur Thomson' schen Mefhode 
der spharischen Spiegelung, oder (was dasselbe ist) zur Me- 
thode der reciproJcen Eadien, und zeigen, dass dieselbe nicht 
nur fiir das Newton' sche Potential im Raume, sondern ebenso 
auch fiir das Logarithmische Potential in der Ebene zu wich- 
tigen Satzen hinleitet. 

§ 1. 

Die Green'sche Belegung und die NuUbelegung, gebildet mit 

Bezng auf einen anssem Punct. 

Bezeichnutigen. — Es sei eine geschlossene Curve oder 
FldcJie von beliebiger BeschaflFenheit. Wir bezeiehnen die 
auf gelegenen Puncte mit oder s, desgleichen die Ele- 
mente von mit d0 oder ds, ferner die Puncte ausserhalh 
mit a oder a , endlich die Puncte innerhalh mit i oder^'. 

22* 
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Ausserdem sei {q irgend ein specieller unter den Puncten i, 
etwa der Mittelpund von 0, falls ein solcher vorhanden ist*). 
Die natiirliche Belegung* — Mit diesem Namen haben 
wir diejenige Belegung von bezeichnet, deren Gesammt- 
masse EinSy und deren Potential auf innere Puncte constant 
ist (Seite 85 und 107). Auch haben wir die Dichtigkeit 
dieser Belegung mit y, ihr constantes Potential fiir innere 
Puncte mit f, und ihr Potential auf aussere Puncte mit TTa 
benannt. Folglich ist: 

f(daya) = iy 

3. f{d0yaTai)=r, 

Die letzte dieser Formeln nimmt^ falls man a ins Unendliche 
riicken lasst, die Gestalt an: 

(fdaya)Ti^a = Tfa, fara = cx), 

und hieraus folgt mit Riicksicht auf die erste Forniel (3.): 

4. Ti^a = TTa , fiir a -= oo , 

wo Iq die in (2.) genannte Bedeutung hat. 

Die einem S.ussern Funct a entsprechende G^reen sche 

Belegung. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige 

r». Belegung, welche fur alle inneren Puncte aquipotential ist 

mit einer in cc concentrirten Masse Eins**), also diejenige, 

deren Dichtigkeit iy" der Pormel entspricht: 

Zugleich stellen wir uns die Aufgabe, die Gesammtmasse M" 
dieser Belegung und das von ihr auf einen beliebigen Punct 
X ausgeubte Potential G" naher zu untersuchen. 
Ofifenbar ist: 



*) Unbeschadet der folgenden Betrachtungen kann mau ubrigens 
anch unter Iq irgend einen Punct ausserhdlb a sich vorstellen , der von 
a eine endliche Entfemung, iiberhaupt eine feste Lage hat, etwa den 
Anfangspunct des Goordinatensystems , u. dgl. 

**) Durch diese Bedingung ist die Belegung , abgesehen vom singvr 
Idren Fall, eindeutig bestimmt, wie sich solches leicht aus dem Theo- 
rem {A.abs) ^ Seite 101 ergiebt. 
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M«=y((iffij«), 

also mit Riicksicht auf (6.): 

Ferner ist nach dem erweiterten Gauss'schen Satz [vgl. (3.) 

Seite 99]: 

rM«=/(tZ(yy;(?2), 
also nach (8.): 

oder, mit Riickblick auf (3.): 

Was ferner G" betrifft , so ergiebt sich aus (6.) , falls man i 
nach s (d. i. nach irgend einem Puncte der Curve oder Flache 
<s) riicken lasst: 

oder, falls man den Punct a mit irgend welchem andern 
aussern Puncte a, und gleichzeitig 9 mit s vertauscht: 

Durch Substitution dieses Werthes von Taa in die dritte 
Formel (7.) folgt: 



*) Zufolge friiherer Untersuchungen (Seite 86) istfiir jede beliebige 
Lage des Puuctes ai 

r>n„>n„. 

Die Werthe von V und W^ sind aber in der JSbene und im Baume von 
sehr verschiedenem Charakter. Es ist namlich, ebenfalls auf Grund 
friiherer Untersuchungen (Seite 87 und 88): 



in der Ebene: 

r bald positiv, bald null, bald ne- 
gativ, je nach der Beschaffenheit 
der Curve a; und "H^ = — cx) . 



im Baume: 

r stets positiv und verschieden von _ 
Null ; und "H^ = 0. Somit geht 
die Formel (I.) uber in 

r>n„>o; 

und hieraus folgt mit Riicksicht auf 
die Formel (9:): 

1 > Ma > . 



8. 



9. 



n. 



in. 



13. 
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10. woraus ersichtlicb y dass G^ in Bezug auf a und a symnietrisch 
ist. Auch lasst sich die Gestalt dieser symmetrischen Function 
naher angeben fur den speciellen Fall, dass einer der beiden 
Puncte a, a unendlich weit entfemt ist. Aus der dritten 
Formel (7.) folgt namlich: 

Ga = {fderja) Ti^a, fur a = oo , 
wo Iq die in (2.) genannte Bedeutung hat. Das hier auf- 
tretende Integral ^d (J lyS ist aber nach (7.) gleich M", also 

nach (9.) gleich -=^5 und andrerseits ist in dem hier be- 

trachteten Fall a = cx) die Grosse Ti^aj zufolge (4.), identisch 
mit TTa. Folglich: 

11. Cto = — j= — , fur a = 00 . 

Durch Zusammenstellung der eben erhaltenen Resultate 
gewinnen die Formeln (7.) folgende Gestalt: 

/(d<r,S) = ^, 

J{dori%T„a) = G''a = Gl; 

wobei alsdann noch hinzuzufiigen ist^ dass die Function Ga 
oder Ga die Form des in (1 1.) genannten Productes annimmt, 
sobald einer der beiden Puncte a, a ins Unendliche riickt. 
Man pflegt diese Function die Green'sdie Function zu nennen. 
Bemerkung. — Man kann die erste und zweite der 
Formeln (12.) offenbar auch so schreiben:. 



14. 



Beachtet man, dass die rechte Seite der letzten Formel [vgl. 
(4.)] fur a = 00 in die Constante f libergeht, so erkennt 
man sofort, dass der Ausdruck 



Ueber die inducirten Belegungen. 343 

nichts Anderes ist, als die Dichtigkeit y der sogenannten 
natiirlichen Belegung, Hieraus aber ergiebt sich, wenn man 

den in (14.) enthalteneu Bruch -^ durch das Integral f(d 01]")} 
(12.); ersetzt: 



^ \f{dlvo)K=^ ' 



15. 



SO dass also die sogenannte naturliche Belegung im Wesent- 
liehen nichts Anderes ist , als ein Specialfall der sogenannten 
Green'schen Belegung, 

Aiifgabe. — Zur weitern Vervollstandigung unserer Be- 
trachtungen stellen wir uns die Aufgabe, eine gegebene Masse 
M auf der Curve oder Flache 6 in solcher Weise auszu- le. 
breiten, dass sie ftir alle inneren Puncte, abgesehen von 
einer additiven Constante, aquipotential wird mit einer in a 
concentrirten Masse Bins. 

Man erkennt leieht, dass die Dichtigkeit E der ge- 
suchten Belegung den Werth hat 

-^cT = i?« + (-M'—M«)y^, 17. 

wo M", ebenso wie friiher, die Gesammtmasse der Belegung 
1^*^ vorstellen soil. Oder anders ausgednickt: Man erkennt, 
dass die gesuchte Belegung als eine Superposition zweier 
Belegungen angesehen werden kann , deren Dichtigkeiten re- 
spective 

rj^ und (Jf— M«)ya is. 

sind. In der That besitzt die erste dieser Belegungen (18.) 
die Masse M", die sweite die Masse {M — M"), was zusammen- 
genommen M giebt. Und andrerseits besitzt die erste dieser 
Belegungen fiir innere Puncte das Potential Taij die letztere 
das Potential {M — M") f, was zusammengenommen Tai ver- 
mehrt um eine Constante (d. i. eine von i unabhangige Grosse) 
ergiebt. 

Obwohl hiermit die Richtigkeit der Behauptung (17.) 
bereits erwiesen ist, so wird es doch nicht uberfliissig sein, 
die betreflfenden Formeln wirklich hinzuschreiben , und den- 
selben noch eine dritte Formel beizufugen, welche das Po- 
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der in Bede steheiiden Belegong sad dmssert Punete 
betrifiL Man erfaitt^): 

f(d6E^T^i) = T.. — n. + Jf r, 

f(d6E^T^^) = g: - ~^ + jm. . 

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass das ron der Bel^nng 
E aof aosaere Pimete aosgefibte Potential (ebenso wie das 
der Bel^ong if') in Bezog aof a, a symmetrisek ist, sobald 
M=0. Ans diesem Grunde seheint es angemessen, dem 
FaU M ^=0 erne besondere Aafinedsamkeit znzowenden, wie 
sofort geschehen soIL Es mag namlieh 

IMe einan an jMom Punete c emtepreehende Hnllbe- 
leg^ong als diejenige definirt werden, welche die Cresammt- 
masse Ntdl hat, und for alle imneren Ponete, abgesehen yon 
einer additiyen Constanten, aqoipotential ist mit einer in a 
coneentrirten Masse Eins. Aladann wird offenbar die Dich- 
tigkeit d* dieser Belegong nichts anderes sein, als der spe- 
eielle Werth Ton E for itf^= 0; so dass sich also z. B. aos 
(17.) die Formel ergiebt: 

^^ = % — f^ r^ = n^ — f-y^'y 

De^Ieichen worden aoch die Formeln (19.) zo wiederholen 
sein, nor oberall '&*, statt E^, M gesetzt. Mcig man also 
die einem Punete a entsprechende Green'sche, oder die dem- 
sdben entsprechende NuU-Belegung bilden, im ^nen trie im 
andem FaiUe wird dcLS Potential dieser Bekgung auf irgend 
einen Ptmct a symmetriseh sein in Be^ug auf a, a. 

§^. 

Die Chreen'sehe Belegong imd die Nollbelegong, gebildet mit 

Bezog aof emen innem Ponet 

Die einem innem Poncte j entsprechende Green'sche 
Belegong. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige 



^ N^mlich durch Benntzmig der Formeln (S.), (12.)^ und indem 

TT. 
man for M* seinen Werth -=- snbstitoirt. 
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Belegung der gegebenen Curve oder Plache (J, welche fiir 
alle dusseren Puncte aquipoteiitial ist mit einer in j concen- ^3. 
trirten Masse jBins*), also dfejenige, deren Dichtigkeit i^^' der 
Formel entspricht: 

Bezeichnet man die Gesammtmasse dieser Belegung mit 
M-', und das von ihr auf irgend einen Punct x ausgeubte 
Potential mit Giy so ist oflFenbar: 

Gi=f{d0riiT„i), 

also mit Riicksicht auf (24.): 

Gi = Tja und Gi = Tj„. ^■ 

Ferner ist nach dem erweiterten Gauss'schen Satz [(3.) S. 99] : 

rM'^fidaraGi), 
also nach (26.): 

rfA^^f{d0yaT„j), 
oder, mit Biickblick auf J[3.): 

M-' = 1 . 2T.' 

• 

Was ferner Gj betrifift, so ergiebt sich aus (24.), falls man 
a nach s riicken lasst: 

oder, falls man j mit irgend welchem andern innern Punct i, 
und gleichzeitig a mit s vertauscht: 

Durch Substitution dieses Werthes von Tia in die dritte 
Formel (25.) folgt: 

Gi^ffidadsfiitTJ, 

woraus ersichtlich, dass Gj in Bezug auf ^' und i symmetrisch 
ist. — Durch Zusammenstellung der erhaltenen Resultate ge- 
winnen die Formeln (25.) folgende Gestalt: 



« 



*) Dass diese Definition die Belegung eindeutig bestimmt^ ergiebt 
sich leicht aus dem Theorem {J,^'), Seite 105. 
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fidavi) = 1 , 

J{d0tTJ = Gi = Gl 

Man pflegt die Function 6r^ oder G* die Green'sche Function 
fiir innere Puncte zu nennen. Solches absolvirt stellen wir 
uns ahnlich wie im vorhergehenden § (Seite 343) folgende 

Aufgabe. — Eine gegebene Masse M soil auf der ge- 

gebenen Curve oder Flache a in solcher Weise ausgebreitet 

30. werden, dass sie fiir alle aufa gelegenen Puncte, abgesehen 

von einer additiven Constante, aquipotential ist mit einer in 

j concentrirten Masse JEins*). 

Man erkennt, ahnlich wie friiher (Seite 343), dass die 
Dichtigkeit JE der gesuchten Belegung folgenden Werth hat: 

und gelangt nebenher za folgenden Formeln: 

• fid(SE„) = M, 

J{doE„T„i) = G^ + (Jf- 1) r; 

woraus folgt, dass das Potential oieser Belegung auf eineu 
innern Punct i inBezug auf i, j symmetrisch ist, nicht nur* 
fiir M=Oj sondern fiir jeden beliebigen Werth von M, — 
Um die Analogic mit den Untersuchungen des vorhergehenden § 
so wait als moglich zu verfolgen mag endlich 

Die dem Functe j entsprechende NuUbelegung als die- 
jenige definirt werden, welche die Gesammtmasse Null hat 
und fur alle auf 6 gelegenen Puncte, abgesehen von einer 
additiven Constanten, aquipotential ist mit einer in j concen- 
trirten Masse Eins. Alsdann ist offenbar die Dichtigkeit d"^ 
dieser Belegung nichts Anderes als der specielle Werth von 
E fiir Jf ==0, so dass man aus (31.) erhalt: 

*) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zul^sst, erkennt man leicht 
mit Hiilfe des Theorems (J."**), Seite 105. Vollig analog mit der 
fruhern Aufgabe (16.) yrurde iibrigens die gegenwdrtige Aufgabe (30.) 
erst dann seiu, wenn man die Aequipotentialitat (abgesehen von einer 
additiven Constante) nicht nur fiir alle auf 0, sondern aach fiir alle 
attsserhdlh a befindlichen Puncte fordern wollte. Doch wilrde alsdann, 
wie man leicht erkennt, die Aufgabe unlosbar, d. i. widersinnig sein. 
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H = vi — y„, 

und ausaerdem drei mit (32.) analoge Formeln, die von jenen 
Qur dadurcli sich uaterscbeiden , dass tiberall 9^^, statt 
Eg, M steben. JDic dent JPunde j entsprechende Null- 
helegung ist dahcr, ebenso wie die demselben entsprechende 
Green' sche Belegung, von solcher Art, dass das von ihr 
auf irgend einen Fund i ausgcuUe Potential in Beeug attf 
i, j symmetrisch ist. 



Die physikalisclien Bedentnngen der betractiteteE Bele^nngen. ' 

Bedeutung von if . — Man denke sich .a als die Ober- 
flache eines zur Erde abgeleiteten Conductors, nud stelle sich 
die Aufgabe, die- 

jenige elektrische Be- .-Z— 

legung zu ermitteln, ^' " ^j va 

welche auf dieaem 
Conductor iuducirt 
wird durch eiaen iu 
« beEndlichen elefe- "-- — '^-j--^ '^ 

trischen Punct von /' 

der Masse ft. — Be- / 

kanutlich muss das / 

elektrische Gesammt ' "^'-^'- -' " ^^^^ 
potential, nach Eintritt des elektnschen Gleichgewicbts , inner- 
halb des Conductors constant, und zwar jm gegenwartigen 
Fall, wo der Conductor zur Erde abgeleitet ist, Null sein. 
Bezeichnet man also die Dichtigkeit der gesuchleu elektrischen 
Belegung mit S, so muss far alle Puncte i die Gleichung 
stattfinden : 

J{d0S^T„.) + ttTai = O. 

Diese Pormel ist, wie sich aus deni Theorem {A."^'), S. 101, 
leicht ergiebt, zur eiudeutigeu Bestimmung von d vollkommen 
ausreiclieiid , und zeigt (lurch ihre Uebereinstimmung mit der 
fruhern Pormel (6.)i dass S identiscb ist rait tj", sobald man 
(t = — 1 setzt. — Folglich kaun man ij" als die dttrck einen 
Pimct a von der Masse ( — 1) auf dem cdtgeleiteten Conductor 
inducirle Belegung , und G% als das Potmtiai dieser indu(^ten 




Sdegung aufaussere Puncte bezdcknen. — In ahnlicher Weise 
erkennt man, dass der Ausdruck 

K = '>io-^(M— M") j-o [ygl. (17.)] 
als die Dichtigkeit derjenigen Belegung bezeichnet werden 
kann, welche durch den Fund 
a von der Masse (— 1) auf 
dem isoUrten und mit der 
lUektrieiidtsmenge M gelade- 
nen Conductor inducirt vnrd*) . 
Bedeutung von ijJ. — 
Mao denke sich als die in- 
neTeOherB&ciie eiveBschaalen- 
formigen Conductots**}, und 
stelle sich die Aufgabe, die- 
jenige elektrische Belegung zu ermitteln, welche auf dieser 
Flache a inducirt wird durcli einen im innem Hoblraum, 

*} Wir kSnnen auf die Dicbtigteiten t}, E gewiBse frGhere Be- 
tracMuogeu auwenden, und geUngen alsdauu zu fnigenden Siitzen, 
welche hauptB3,cb]icb beactatenswerth eind wegen der im eratea Satz 
erforderlichen ReBtrictioD : 

I. Die Function tj' ist bei der BetTOchtung im Raume stets positio, 
nicht aber tn dtr Ebene [vgl. (35.) Seite 94]. Zugleich sei bemerkt, 
dass die Geaammtmaeee M° dieser BeleguDg im Raume der Relation 
unterworfen iat; ^ 

< M" < 1 , 
nicht aber in der Ebene [vgl. (111.) Seite 341] ; so dasa man also sagen 
kann, die auf einem iw Erde ahgeleiteten Conductor dwcA einen 
elektrischen Massenpunct vtm der Masse (—1) inducvrte Belegung set 
ihrer Gesammtmasse nach stets kleiner als 1; wahrend ein analoger 
Satz in der Ebene nicht eiistirt. 

II. Die Function Eg = ri^+ [M ~ M'')r„ (360 «s(, im Baum wie 
in der Ebene, stets positiv, falls itf > 1 tsi [vgl. (29-) Seite 90]. 

III. Die Fitnction 9-^ ist von weehselndem Voreeichen, ndmlichan 
einigen Stellen von a positiv, an anderen negativ; — wie sich solches 
aumittelbar auB dem UmBtande ergiebt, daBs die GeBammtmasse der 
Belegung ^% JfuU sein soli. 

SchliesBlich aei, der YollstSndigkeit willen, daran erinnert, iats 
die Function y„ , im Baum toie in der Ebene, ^ets positiv ist [vgl. (18.)t 
Seite 86]. 

**) Ob derselbe zar Erde abgeteitet oder iaolirt iat, und ob der- 
eeibe im letztem Fall von Hauee ana mit Elektricit^t geladen iat oder 
nicht, mag dahingeBtellt bleiben. 
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etwa in j befindlichen elektrischen Punct von der Masse ft. — 
Im Allgemeinen werden sich alsdann zwei eiektrische Be- 
legungen bilden, eine auf der innern Flache o, die and ere 
auf der ditssern Flache 0'; und nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes wird das von 0, a' und ft herriihrende Ge- 
sammtpotential fiir alle Puncte a des Conductors constant scin. 
Aber noch mehr lasst sich behaupten. Denn zufolge eines 
friihern Satzes [vgl. z. B. II. Seite 81] muss zur Zeit jenes 
Gleichgewichtszustandes das aUein vou und ft herriihrende 
Potential fQr alle Puncte a Null sein, also die Formel statt- 
finden : 

f{dadaTaa) + [lTja = 0, 37. 

wo d die Dichtigkeit der auf a sich etablirenden elektrischen 
Schicht bezeichnet. Diese Formel ist, wie aus dem Theorem 
(J.^^^), Seite 105, sich leicht ergiebt, zur eindeutigen Be- 
stimmung von d voUkommen ausreichend, und zeigt durch 
ihre Uebereinstimmung mit der friihern Formel (24.) , dass 8 
identisch ist mit ri^' , sobald man ft = — 1 setzt. — Folglich 
kann rj^ als die durch einen Punct j von der Masse ( — 1) 
indudrte Belegung, und Gj als das Potential dieser inducirten 
Belegung auf einen innern Punct i bezeichnet werden*). 

§4. 

Einige Satze, die dem erweiterten Gauss'schen Satze 

ahnlicli sind. 

Ebenso wie der erweiterte Gauss'sche Satz (Seite 98) die 
natiirliche Belegung y betriift, ebenso gelten ahnliche Satze 
hinsichtlich der Belegungen ri" , ^" und r^J , ^K 



*) Durch Anwendung friiherer Betracljtungen folgt sofort, dass 

I. die Ftmction rj^^ , im Eaum wie in ^er Ebene, stets positiv ist 
[vgl. (37.)) Seite dS], Hieraus und mit Eucksicbt auf das best^ndige 
Positivsein von y^ [vgl. (18.) Seite 86], folgt waiter, dass 

II. die in (31.) aufgefUhrte Ftmction E^^^ tj^^^-}- {M — l)y^y im 
Eaum wie in der Ebene, stets positiv sein wird, falls M> 1 ist, — 
Endlich ist zu bemerken, dass 

III. die Function d'i, eine Function von wechselndem Vorzeichen ist, 

Diese drei Satze entsprechen den kurz vorher erwahnten, Note 

Seite 348. 
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Es sei nach wie vor 6 eine geschlossene Curve oder 
Flache von beliebiger Beschaffenheit; ferner sei V das Po- 
tential eines beliebigen Massensystems, dessen einzelne Massen- 
elemente theils mit m , theils mit [i bezeiehnet werden mogen, 
je nachdem sie ausserhalb oder innerhalb liegen; dem- 
gemass seien die Werthe dieses Potentials V in zwei Puncten 
X und angedeutet durch: 

38. V^ = JlmTmx + J^i^Tf,^, 

39. Va = Jl^mTma + ^l^T^a , 

WO X einen ganz beliebigen Punct vorstellt, <? hingegen einen 
auf der gegebenen Curve oder Flache liegenden. 

Solches festgesetzt, ergeben sich die in Rede stehenden 
Satze dadurch, dass man die Formel (39.) respective mit 

40. y^d0, ny^y K^^7 Vida, d'^d0 

multiplicirt, und jedesmal integrirt. — In der That ergiebt 
sich in solcher Weise zuuachst die schon bekannte 
Formel des erweiterten Gauss'schen Satzes: 

41. / Vayad0 = EmJlm + -S^r [vgl. Seite 98J, 

in welcher, zufolge der Relation TT, = f, solche Massen- 
elemente, die gerade auf liegen, nach Belieben zu den m 
oder zu den ft gerechnet werden konnen. — Was nun ferner 
Die analogen Formeln fiir rj" und d^ betrifffc, so folgt 
aus (39.). durch Multiplication mit %d0 und Integi'ation : 

d. i. nach (12.): 

WO; ebenso wie in (41.), solche Elemente, die gerade auf 
liegen, nach Belieben zu den m oder zu den ft gerechnet 
werden konnen; denudes ist nach (12.): Gicc^ T^a - — Sub- 
trahirt man die Formeln (41.), (42.) von einander, nachdem 

zuvor die erstere mit -^ multiplicirt worden ist , so erhalt 
man mit Riicksicht auf (21.):, 



♦) Der Bequemlichkeit halber bringen wir die Indices der Green- 
Bchen Function G beide unten an, und schreiben also z. B. G^^ statt G"* . 

m 
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WO offenbar, ebenso wie in (41.), (42.), die auf 6 gelegenen 
Massenelemente nach Belieben den m oder /i beizugesellen sind. 
Die analogen Formeln far ri^ und %K — Durch Mul- 
tiplication der Formel (39.) mit ly^rfcy und Integration entstcLt: 

oder, mit Riicksicht auf (29.): 

und hieraus endlich folgt durch Subtraction der Formel (41.) 
und mit Riicksicht auf (33.): 

Wiederum konnen in diesen Formeln (44.) , (45.) die auf a 
gelegenen Massenelemente nach Belieben zu den m oder {i 
gerechnet werden; denn es ist: TT, = f, und nach (29.): 
Tsj = Ggj . 

§5. 
Behandlnng einiger Aufgaben. 

Das Potential Vx (38.) nimmt, falls die m = sind, 
niithin sammtliche Massenelemente des betrachteten Systems 
innerhalby resp. auf o liegen, die Gestalt an: 

F^ = i;ft2V^; 46. 

s 

so dass z. B. Va = SfiTfia wird. Und mit Riicksicht hierauf 
folgt alsdann aus (41.), (42.), (43.): 

fr„r„do=^r„, 47. 

Ausserdetn ist nach (3.), (12.), (20.): 

fdidis — . 
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teutial der in Rede stehendeu Belegung auf dussere Puncte 
betriflft. Man erhalt*): 

f{d0Ea) = M, 

19. f{daE„ Ta .) = T„ . — n„ + MT, 

J{d0E„ T„a) ^Gt- ^ + MTla . 

Die letzte dieser Formeln zeigt, dass das von der Belegung 
E auf aussere Puncte ausgeiibte Potential (ebenso wie das 
der Belegung 12") ^^ Bezug auf a, cc symmetrisch ist, sobald 
Jf=0. Aus diesem Grunde scheint es angemessen, dem 
Fall M=0 eine besondere Aufmerksamkeit zuzuwenden, wie 
sofort geschehen soil. Es mag namlich 

Die einem 3,ussern Puncte a entsprechende NuUbe- 
legiing als diejenige definirt werden, welche die Gesammt- 

20. masse Null hat, und fur alle inneren Puncte, abgesehen von 
einer additiven Constanten, liquipotential ist mit einer in a 
concentrirten Masse Eins. Alsdann wird offenbar die Dich- 
tigkeit ^^ dieser Belegung nichts anderes sein, als der spe- 
cielle Werth von J? fiir Jf =0; so dass sich also z. B. aus 
(17.) die Formel ergiebt: 

21- '9'c, = ^a - 1^ ^a = ^(T — T" y^' 

Desgleichen wiirden auch die Formeln (19.) zu wiederholen 
sein, nur liberall %'^j statt J5<,, M gesetzt. Mag man also 
die einem Puncte cc entsprechende Green' sche, oder die dem- 
22. selben entsprechende Null- Belegung bilden, im einen wie im 
andern FaUe wird das Potential dieser Belegung auf irgend 
einen Punct a symmetrisch sein in Bezug auf a, a. 

§ ^. 

Die Green'sclie Belegung und die Nullbelegung, gebildet mit 

Bezug auf einen innem Punct. 

Die einem innern Puncte j entsprechende Green'sche 
Belegung. — Mit diesem Namen bezeichnen wir diejenige 



•) N3.mlich durch Benutzung der PormelD (3.), (12.)', und indem 
man fiir M" seinen Werth -=- substituirt. 



25. 



26. 
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Belegung der gegebenen Curve oder Flache <>, welche fiir 
alle dusseren Puncte aquipoteutial ist mit einer in j concen- ^s. 
trirten Masse JSins*), also diejenige, deren Dichtigkeit i^-'" der 
Formel entspricht: 

Bezeichnet man die Gesammtmasse dieser Belegung mit 
M-', und das von ihr auf irgend eiuen Punct x ausgeiibte 
Potential mit Gi, so ist offenbar: 

GL=fidariiT„„), 

also mit Biicksicbt auf (24.): 

Gi = Tja und Gi'^Tjo. 
Ferner ist nach dem erweiterten Gauss'schen Satz [(3.) S. 99] : 

also nach (26.): 

rM^=/((?tfy„n,), 

oder, mit Riickblick auf J[3.): 

M> = 1 . "•' 

• 

Was ferner Gj betrifft, so ergiebt sich aus (24.), falls man 
a nach s riicken lasst: 

oder, falls man j mit irgend welchem andern innern Punct i, 
und gleichzeitig o mit 5 vertauscht: 

Durch Substitution dieses Werthes von T«, in die dritte 
Formel (25.) folgt: 

Gi==f/id<}dstr,iTJ, 

woraus ersichtlich , dass Gi in Bezug auf j und i symmetrisch 
ist. — Durch Zusammenstellung der erhaltenen Resultate ge- 
winnen die Formeln (25.) folgende Gestalt: 



*) Dass diese Definition die Belegung eindeutig bestinimt, ergiebt 
sich leicht aus dem Theorem (J","**), Seite 105. 
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f(dor)^) = 1 , 

Man pflegt die Function G^^ oder Q\ die Green^sche Function 
fiir innere Puncte zu nennen. Solches absolvirt stellen wir 
uns ahnlich wie im vorhergehenden § (Seite 343) folgende 

Aufgabe. — Eine gegebene Masse M soil auf der ge- 

gebenen Curve oder Flache a in solcher Weise ausgebreitet 

30. werden, dass sie fiir alle auf gelegenen Puncte, abgesehen 

von einer additiven Constante, aquipotential ist mit einer in 

j concentrirten Masse Eins"^). 

Man erkennt, ahnlich wie frtther (Seite 343), dass die 
Dichtigkeit E der gesuchten Belegung folgenden Werth hat: 

und gelangt nebenher za folgenden Formein: 

■ f{d0E„) = M, 

J{d0E„T„,) = (^i + {M-l)Vs 

woraus folgt, dass das Potential dieser Belegung auf einen 
innern Punct i iuBezug auf i, j symmetrisch ist, nicht nur' 
fur j5f=0, sondern fiir jeden beliebigen .Werth von M, — 
Um die Analogie mit den Untersuchungen des vorhergehenden § 
so wait als moglich zu verfolgen mag endlich 

Die dem Puncte j entsprechende Nullbelegiing als die- 
jenige definirt werden, welche die Gesammtmasse Nutt hat 
und fiir alle auf gelegenen Puncte, abgesehen von einer 
additiven Constanten, aquipotential ist mit einer in j concen- 
trirten Masse Eins. Alsdann ist offenbar die Dichtigkeit d'J 
dieser Belegung nichts Anderes als der specielle Werth von 
J5 fiir j5f= 0, so dass man aus (31.) erhalt: 

*) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zulasst, erkennt man leicht 
mit Hulfe des Theorems (J."***), Seite 105. VoUig analog mit der 
fruhern Aufgabe (16.) yriirde iibrigens die gegenwdrtige Aufgabe (30.) 
erst dann seiu, wenn man die Aequipotentialitat (abgesehen von einer 
additiven Constante) nicht nur fiir alle auf a, sondern auch fur alle 
ausserhalh a befindlichen Puncte ford em wollte. Doch wflrde alsdann, 
wie man leicht erkennt, die Aufgabe unloabaTy d, i. wid&rsinnig sein. 
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H = Vi — Ya ' 
and ausserdem drei mit(32.) analoge Formeln, die von jeneu 
nur dadurch sich unterscheiden, daaa uberall #4, atatt 
Eg, M steheii. Die deni Functe j entsprcchende Null- 
helegung ist daher, ebenso me die demseHen ents^ediende 
Green' sche Belegung, von solcher Art, dass das von ihr 
auf irgend einen Punet i ausgeiihte FotenUal in Sesug auf 
i, j symmetrisch ist. 



Die physikaliBchen Bedeutnngen der betraebteteii Belegnigen. ' 

Bedeutung von tj" . — Man denke sich .0 aU die Ober- 
flache eiues zur Erde abgeleiteten Conductors, uud stelle sich 
die Aufgabe, die- 

jenige elektriache Be- __^ 

leguug zu ermitteln, .< *» 

welche auf diesem / j 

Conductor inducirt / ^g 

wird durch einen in I . ' ^ 

a beEudlichen elek- „-—'' a 

trischen Punct von 

der Masse (i. — Be- / 

kanntlich muss das / ^^ 

elektriache Gesammt- ""*'■-*• "^ - ■■"'^'^^ 
potential, nach Eintritt des elektrischen GleicJigewicIits, inner- 
halb des Conductors constant, und zwar im gegenwartigen 
Fall, wo der Conductor zur Erde abgeleitet ist, Null sein. 
Bezeichnet man also die Dichtigkeit der gesuchteii elektrischen 
Belegung mit d, so muss fiir alle Puncte i die (i)eichung 
stattfiuden : 

J{dad„T,i) + l^T<,i-=0. 

Diese Forrael iat, wie sich aua dem Theorem {A."'"), S. 101, 
leicht ergiebt, zur eindeutigen Bestimmung von S vollkommen 
ausreicbeiid , und zeigt durch ihre Uebereinstimmung mit der 
truhern Formel(6.)i dasa d identiscli ist mit ij", aobald man 
ft ^ ^ 1 setzt. — Folglich kann man ij" als die durch einen 
Pmict ce von der Masse { — 1) an/" dem abgeleiteten Conductor 
inducirte Belegung, und G% ais das Fotential dieser mdw^rfew 



348 



Aahaug. 




Belegung auf dtissere Functe beeeichnen. — In ahnlicher Weise 
erkeniit man, dass der Ausdruck 

als die Dichtigkeit derjenigen Belegung bezeichnet werden 
kaun, welche durch den Punct 
a von der Masse (—1) auf 
dem isolirten und mit der 
ElektricHatsmenge M gelade- 
nenConductor indtidrt wird*). 
Bedeutung von ij>. — 
Man denke aich a als die in- 
nereOberflache ^uesschaalen- 
formigen Conductors**), und 
stelle sich die Aufgabe,. die- 
jenige elektrische Belegung zu ermitteln, Trelche auf dieser 
Flache a inducirt wird durch einen im innern Hofalraum, 

*) Wir kSnneD aiif die Dicbtigkeiten t], M gewieee frUhere Be- 
trachtUDgBD anwenden, und gelaageu alsdann zu folgeudeo SElfzen, 
welche hauptB^chlicb beachtenswerth siud vegen der im enten Satz 
erforderlichen ReBtrictiou: 

I. Die Function r}^ ist bei der Betrachtung tnt Batane stets positiv, 
nicht aber in der Ebene [vgl. (35.) Seite 94]. Zogleich sei bemerkt, 
dasB die GesammtoiaBse M" dieser Belegung im Raume der Relation 
unterworfen iat: » 

< M" < 1 , 
nicftt aber in der Ebeno [vgl. (III.) Seite 341]; so daei man. aleo aagen 
kacn, die auf einem zwt Erde abgeleiteten Conductor durdt einen 
eJektrischen Maseenpunct von der'Masee (—1) inditcirte Belegung sei 
ihrer Gesammtmasse nach stets kleiner als 1; wahrend ein analoger 
Satz in der Ebene nickt eiietirt. 

II. Die Fwtcliott E„ = ij^ + i^— M'')y„ (36.) ist, im Baum wie 
in der Ebene, ^eti positiv, falls M > 1 ist [vgl. (29.) Seite 90]. 

III. Die Function ft" ist von joechselndem Torieichen, namlich an 
einigen Stellen von a positiv, an anderen negativ; — wie Bich solches 
unmittelbai aua dem UmBtaode ergiebt, daas die Gesammtmaaae der 
Belegung *° NuU sein boU. 

Scbliesslich sei, der Vollatandigkeit willen , daran erinnert, daas 
die Function ■/„ , im Sawm wie in der Ebene, stets positiv ist [vgl. (18.), 
Seite 86]. 

*•) Ob derselbe zur Erde abgeleitet oder iaolirt iBt, und ob der- 
Belbe im let^tem Fall von Hause aus mit Elektricita,t geladen ist oder 
nicht, mag dahingeatellt bleiben. 
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etwa in j befindlichen elektrischen Punct von der Masse /it. — 
Im Allgemeinen werden sich alsdann iswei elektrische Be- 
legungen bilden, eine auf der innern Flache a, die andere 
auf der dussern Flache <y'; und nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes wird das von 0, <s' und /it herriihrende Ge- 
sammtpotential fiir alle Puncte a des Conductors constant scin. 
Aber noch mehr lasst sich behaupten. Denn zufolge eines 
friihern Satzes [vgl. z. B. II. Seite 81] muss zur Zeit jenes 
Gleichgewichtszustandes das aUein von a und /it herruhrende 
Potential ffir alle Puncte a Null sein, also die Formel statt- 
findeu : 

V70 d die Dichtigkeit der auf sich etablirenden elektrischen 
Schicht bezeichnet. Diese Formel ist, wie aus dem Theorem 
(«7."**), Seite 105, sich leicht ergiebt, zur eindeutigen Be- 
stimmung von d voUkommen ausreichend, und zeigt durch 
ihre Uebereinstimmung mit der friihern Formel (24.), dass S 
identisch ist mit i^^ , sobald man ^i == — 1 setzt. — Folglich 
kann r^^ als die durch dnen Punct j von der Masse ( — 1) 
inducirte Belegung, und (?/ als das Potential dieser inducirten 
Belegung auf einen innern Punct i bezeichnet werden*). 

§4. 

Einige Satze, die dem erweiterten Gauss'sclien Satze 

ahnlicli sind. 

Ebenso wie der erweiterte Gauss'sche Satz (Seite 98) die 
natilrliche Belegung y betriift^ ebenso gelten ahnliche Satze 
hinsichtlich der Belegungen i^" } ^" ^^^ V^ j ^K 



*) Durch Anwendung friiherer Betracljtungen folgt sofort, dass 

I. die Function rj^^ , im Baum wie in ^er Ebene^ stets positiv ist 
[ygl. (37.), Seite 9$]. Hieraus und mit Eiicksicbt auf das best^ndige 
Positivsein von y^ [vgl. (18.) Seite 86], folgt weiter, dass 

II. die in (31.) aufgefiihrte Fttnction E^^^ r}^^-}- {M — i)yg, im 
Maum wie in der Ehene, stets positiv sein wird, falls M> 1 ist, — 
Endlich ist zu bemerken, dass 

III. die Fimction ^{, eine Function von wechselndem Vorzeichen ist. 

Diese drei Siltze entsprechen den kurz vorher erwabnten. Note 

Seite 348. 
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Es sei nach wie vor <s eine geschlossene Curve oder 
Flache von beliebiger Beschaffenheit; ferner sei V das Po- 
tential eines beliebigen Massensystems, dessen einzehie Massen- 
elemente theils mit m, theils mit ^ bezeichnet werden mogen, 
je nachdem sie ausserhalb oder innerhalb a liegen; dem- 
gemass seien die Werthe dieses Potentials V in zwei Puncten 
X und angedeutet durch: 

38. V^^SmTm^ + SivT^^, 

39. Va = i:mTma + i:[lTf,a, 

WO X einen ganz beliebigen Punct vorstellt, 6 hingegen einen 
auf der gegebenen Curve oder Flache liegenden. 

Solches festgesetzt, ergeben sich die in Rede stehenden 
Satze dadurch, dass man die Forme] (39.) respective mit 

40. y^dcf, Tilda, ^Ida, riya, d'^da 

multiplicirt, und jedesmal integrirt. — In der That ergiebt 
sich in solcher Weise zuuachst die schon bekannte 
Formal des erweiterten Gauss'schen Satzes: 

41. / Vayada = HmTfm + llf*r [vgl. Seite 98J, 

in welcher, zufolge der Relation TT, = f, solche Massen- 
eleraeute, die gerade auf 6 liegen, nach Belieben zu den m 
oder zu den ^ gerechnet werden konnen. — Was nun ferner 
Die analogen Formeln fiir i^" ^md d^ betrifft, so folgt 
aus (39.). durch Multiplication mit %dc( und Integration: 

d. i. nach (12.): 

wo, ebenso wie in (41.), solche Elemente, die gerade auf o 
liegen, nach Belieben zu den m oder zu den /it gerechnet 
werden konnen; denn •es ist nach (12.): G-aa^= Tga - — Sub- 
trahirt man die Formeln (41.), (42.) von einander, nachdem 

zuvor die erstere mit -=^ multiplicirt worden ist , so erhalt 
man mit Riicksicht auf (21.):. 

♦) Der Bequemlichkeit halber bringen wir die Indices der Green- 
Bchen Function G beide unten an, und schreiben also z. B. G„,„ statt G^^ . 
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WO offenbar, ebenso wie in (41.), (42.), die auf c gelegenen 
Massenelemente nach Belieben den m oder /i beizugesellen sind. 
Die analogen Formeln fur ti^ iind %K — Durch Mul- 
tiplication der Formel (39.) mit rij^dc und Integration entstclit: 

JV„fiid0 = Jim {JT^„ v^d0) + Sit (fT^^nide) , 

oder, mit Riicksicht auf (29.): 

und hieraus endlich folgt durch Subtraction der Formel (41.) 
und mit Riicksicht auf (33.): 

fVXd<f = ^^ir„j - ^J + ^f* (G^,y - . 

Wiederum konnen in diesen Formeln (44.) , (45.) die auf a 
gelegenen Massenelemente nach Belieben zu den m oder ^i 
gerechnet werden; denn es ist: TT, = f, und nach (29.): 
Tsj == Gsj . 

§5. 
Behandlnng einiger Aufgaben. 

Das Potential Vx (38.) nimmt, falls die m = sind, 
mithin sammtliche Massenelemente des betrachteten Systems 
innerhalhj resp. auf 6 liegen, die Gestalt an: 

s 

so dass z. B. Va = SfiT^a wird. Und mit Riicksicht hierauf 
folgt alsdann aus (41.), (42.), (43.): 

fr„r„do=r„, «. 

fr„»ad0= F„ — Mn„. 

Ausserdem ist nach (3.), (12.), (20.): 

fy,d<S=l, 

fd'Ue — . 
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Mit Hiilfe dieser Forraeln woUen wir nun einige Aufgaben 
behandeln, indem wir dabei die der gegebenen Curve oder 
Flache 6 eigenthiimliehen Functionen y, rf , ^^ y TTa , sowie 
auch die Constante f als hekanni voraussetzen*). 

Erste Aufgabe. — Es soil ein Potential V^ irgend wel- 
cher innerhalb oder auf o ausgehreiteter Massen ermitteU 
werden, tvelcJies auf o vorgeschriebene Werthe besitzty 
also der Gleichung cntspricht: 

49. Va=fay 

wo die fa gegeben sind**). 

Aus dieser Gleichung (49.) folgt durch Multiplication 
mit rf^do und Integration, mit Riicksicht auf (47.), sofort: 

womit die Aufgabe gelost ist. 

Zweite Aufgabe. — JEs soil ein Potential Va irgend wel- 
cher innerhalb oder auf ausgehreiteter Massen von der 
gegebenen Summe M ermittelt werden, welcJies auf o von 
daselbst vorgeschriebenen Werthen fa nur durch eine un- 
bestimmte additive Constante sich unterscheidet , also der Glei- 
chung entspricht: 

61. Va + K^fa, 

tvo K eine noch unbeJcannte Constante bemchnet***). 

Aus dieser Gleichung (51.) folgt durch Multiplication 

mit yado und Integration, mit Riicksicht auf (47.), (48.), 

sofort: 

Mr + K^ffaynda, 
mithin : 

K=-Mr+ffaYad0. 



52. 



*) Im Gruude genommcD wird dabei nur eine Function als bckannt 
vorausgesetzt , d. i. rj". Denn aus rj" ergiebt sich y vermittelst der 
Relation (15.); aus y ergeben sich alsdanft weiter f und TT^ vermittelst 
der Gleichungen (3.); und schliesslich ergiebt sich -0^** durch die be- 
kannte Formel (21.): 

**) Durch diese Bedingungen sind die F„ , ahgesehen vom singuldren 
Fall, eindeutig bestimmt, zufolge des Theorems (-4."**)» Seite 101. 

***) Durch diese Bedingungen sind die F„ jederzeit eindeutig be- 
stimmt, zufolge des Theorems (^.«^^), Seite 38. 
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Andrerseits folgt aus (51.) durch Multiplication mit Q'ada 
und Integration, mit Rflcksicht auf (47.) » (48.)- 

(Fa — Mn„) + =//;^arf<? , 

mithin: 

Diese Formeln (52.) , (53.) geben sowohl den Werth von Va > 
als auch den Werth der additiven Constanten K. 

Bemerkimg. — Betraehtet man insbesondere den Special- 
fall M = 0, so folgt durch Addition der Pormeln (52.), (53.): 

Diese Function ( Fa + -ff) ist alsdann , abgesehen von der 
additiven Constante K, ein Potential irgend welcher inner- 
halb oder auf o ausgebreiteter Massen von der Summe Null, 
und besitzt, nach (51), auf 6 die vorgeschriebenen Werthe 
fa . Folglich wird diese Function Fa + JTzu nennen sein*): 
die den Werthen fa entsprechende Jcanonische JPotewtialf unction ^ 
des Gebietes 31. 

§ 6. 
Weitere Aufgaben. 

Das Potential Vx (38.) nimmt, falls die /it == sind, 
mithin sammtliche Massenelemente des betrachteten Systems 
amserhalb resp. auf a liegen, die Gestalt an: 

woraus z. B. folgt: Vj = HmTmj' Mit Rucksicht hierauf 
erkennt man, dass die Formeln (41.), (44.), (45.) im gegen- 
wartigen Falle iibergehen in: 

fVayada = HmTlmi 

fV^da^r., 66. 

fVa^ida = Vj — HmTl^ . 
Ausserdem ist nach (3.), (29.), (34.): 

fyad(S= 1, 

f^id0 = O. 

*) Wenigstens wird ihr dieser Name zukommen, wenn die f auf 
a stetig sind. ^ — Auf eine weitere Discussion fiir den Fall unstetiger 
f woUen wir uns hier aber nicht einlassen. 

Neumann, Potential. 23 
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Wir woUen nun annehmen, dass die der gegebenen Curve 
oder Flache eigenthiimliche Function i^^ tekanni sei, und 
folgende Aufgabe behandeln: 

Aufgabe. — Es soil ein Potential Vj irgend welcher 
ausserhalb resp. aufa ausgebreiteter Massen ermittelt werden, 
welches auf a vorgesehriebene WertJie besit^t, also der GUi- 
chung entspricht: 

wo die fa gegeben sind*). 

Durch Multiplication dieser Gleichung (58.) mit fi^de 
und Integration folgt, mit Riicksicht auf (56.), sofort: 

59. yj==ffatd0, 

womit die Aufgabe gelost ist. 

Zweite Aufgabe. — Mne gegebene Masse M soU auf 

der Curve oder Flache in solcher Weise ausgebreitet werden, 

60. dass das Potential dieser Belegung auf c selber von gewissen 

daselbst vorgeschriebenen Werthen fa nur durch eine unbe- 

stimmte additive Constante diffenrt*"^), 

Bezeichnet man das unbekannte Potential dieser Be- 
legung mit F, ^0 soil also 

«. Va + K^^fa 

sein, wo K eine unbekannte Constante vorstellt. Durch 
Multiplication dieser Gleichung (61.) mit yado und Inte- 
gration folgt mit Riicksicht auf (47.), (48.): 

62. K^ — tAT+jfayado. 

Ferner folgt aus (61.) durch Multiplication mit %\fd0 und 
Integration, wiederum mit Riicksicht auf (47.), (48.): 

68. Va^fAT\a+Jfa^ad^. 

Endlich folgt aus (61.) durch Multiplicaj;ion mit %id0 und 
Integration, mit Riicksicht auf (56.), (57.): 

Vj^JlmT\m+ffa^ad0, 

wo die m die einzelnen Elemente des das Potential V er- 



^ *) Dass die V^ durch diese Bedingnngen eindeutig bestimmt sind, 
ergiebt sich aus dem Theorem (J.**^*), Seite 105. 

'^*) Dass diese Aufgabe nur eine Losung zul^sst, ergiebt sich leicht 
aus dem Theorem {A.''^), Seite 38. 
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zeugeiiden Massensystems reprasentiren. Da im gegenwartigen 
Fall [vgl. (60.)] diese m sammtlich auf a liegen, und die 
Summe M baben sollen, so ist offenbar HmUm = Hmf = MP; 
folglich: 

Diese Formelri (62.), (63.), (64.) liefern nicht nur die Werthe 
Va, Vj des gesuchten Potentials, sondern auch den Werth 
der additiven Constante K. — Schliesslich ergiebt sich aus 
Va und Vj in bekannter Weise auch die DichtigJceit der Be- 
legung. 

Dritte Aiifgabe. — Die gegebene Curve oder Fldche a 
soil so mit Masse ielegt werden, doss das Potential dieser Be- 65. 
legung auf o selber vorgeschriebene Werthe fa hat*). 

Bezeicbnet man also das unbekannte Potential dieser Be- 
legung mit V, so soil 

re = /a 66. 

sein. Hieraus ergeben sich durch Multiplication mit yad0, 
rj^de, %d(S und jedesmalige Integration, mit Riicksicht auf 
(47.), (48.), (56.) die Formeln: 

lAV =JfaYad6 , 

durch welche sowohl das Potential V als auch die Masse M 
der unbekannten Belegung sich bestimmen. 

§ 7. 
Die sogenannte spMrisclie Spiegelnng. 



Es sei gegeben eine Kugelfldehe (o, -ff), d. i. eine Kugel- 
flache mit dem Mittelpunct o und dem Halbmesser H, Lasst 
man von o eineu Strahl ausgehen, und markirt man auf 
demselben irgend zwei der Relation**): 



*) Diese Aufgabe lasst, ahgesehen vom singular en Fall, nur eine 
LSsung zu. Vgk das Theorem (^S."*^'), Seite 106. 

**) Die in Paren these gestellten kleinen Buchstaben , wie {ox), (og), 
{x^) u. 8. w. sollen die Entfernungen der betrelFenden Puncte andeuten. 
Somit ist z. B. (ox) = (xo). 

23* 



1. 
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2. {ox)io^) = H' 

entsprechende Puncte x, J, so heisst bekanntlich jeder von 

diesen beiden Puncten das Spiegelbild des andern iu Bezug 

auf jene Kugelflache {cf, H), Auch pflegt man die beiden 

Puncte kurzweg correspondirende oder conjugirte Puncte zu 

nennen. — Sind zwei Paare correspondirender Puncte a;, J 

und y, 71 gegeben, so ist nach (1.): (oa;)(oS) = (oy)'(oi^) = J?^^ 

und folglich: 

oxy f^ oij|. 

Aus der Aehnlichkeit dieser Dreiecke folgt sofort: 

(Si?) (Og) (07J) ' 

und hieraus folgt weiter die durch iJire Symmetrie ausge- 
zeichnete Formel: 

(a?y) ^ i/ {03c){py) 

(Si2) r {O&ipri) • 

Bringt man diese Formel in Anwendung auf drei Paare cor- 
respondirender Puncte : re, 5, ferner y, i^, und Zy g, und be- 
zeichnet man dabei zur Abkiirzung die Entfernungen dieser 
Puncte von o resp. mit X, Z, F, H, Z, Z, so ergiebt sich: 



3. 



5. 



(a?y) 



~ f EH ' (nt) ~ r HZ > in) ~ r z^ 



(in) r EH ' (7?f) r hz ' (fg) 

Denkt man sich nun das Dreieck xyz unendlich klein, mithin 
das correspondirende Dreieck |?yg ebenfalls unendlich klein, 
so wird X = F= Z und E = H = Z, folglich: 

«• (Si?) (i?f) (fg) ^ H ' 

woraus ersichtlich, dass die Dreiecke einander dhnlich sind. 
Die von eorrespondirenden Linienelementen gebildeten Winkel 
7. sind also einander gleich; oder anders ausgedriickt: cor- 
respondirende Figuren sind in ihren Jcleinsten Theilen 
einander dhnlich. — Bezeichnet man in (6.) die eorrespon- 
direnden iim'ewelemente (xy), (5^) mit ds', do', so lautet 

jene Formel: 

ds' X 



8.a da' = ^ 

wo X, Z die Abstande der beiden Elemente vom Puncte 
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vorstellen. Hieraus ergeben sich, mit Riicksicht auf den 
Satz der gleichen WinJcel (7.), weitere Formeln: 

da^' — =3 ) . 8.C 

die eine gultig fiir zwei correspondirende Flachenelemente 
ds", do", die andere fiir zwei correspondirende JRawmelemente 
ds"\ do"\ Sind also, um die Hauptsache zmammenzufassen, 
ds^'^^ d(y("^ zwei einander correspondirende Elemente n^^^ Di- 
mension, so findct die Relation statt: 

wo ips), ipo) die Enifernungen der Elemente vom Functe o 
hezeichnen. 

Beil&ufige Bemerkiing. -♦Sind a?, c zwei beliebige Puncte, 
und §, y die correspondirenden Puncte, so ist nach (3.): 

(xc) __ (oc) 

(5y) iPi)' 
oder, was dasselbe: 

Sind also c, y unveranderlich gegeben, und bewegt sich x 
auf der Kugelflache 

(xc) = Const. , 11. a 

so wird, nach (10.), die gleichzeitige Bewegung von | der 
Formel entsprechen: 

dies ist aber bekanntlich ebenfalls die Gleichung einer Kugel- 
flache. Einer gegebenen Kugelfldche correspondirt also 12. 
stets wiedenim eine Kugelfldche"^), — Auf der Linie oc 
correspondirt, nach (2.), dem Puncte der unendlich feme 



*) Doch sind die Centra der beiden Kugelflachen Jceineswegs cor- 
respondirende Puncte. Denn das Centrum der einen (11. a) liegt in c; 
das Centrum der andern hingegen ist, wie man aus (ll.b) erkennfc, 
verschieden vom Puncte y. 
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Punct (o. Geht also die eine Eugelflache durch o, so wird 
die andere durch diesen unendlich fern en Punct o gehen. 
13. Mit anderen Worten: Geht die eine Kugelfldche durch o, so 
wird die andere eine Ehene sein, 

Zweite beil&ufige Bemerkung. — Die Relationen (3.), (4.) 
gelten auch dann noch^ wenn man statt zweier correspou- 
dirender Punde y, rj zwei correspondirende Kugelfldchen s , a 
nimmt: es ist namlich: 

(xs) (os) (ox) 



1ft. 



17. 



18. 



20. 



U(F) (Oj) (0(F) 

(^g) ^ i/ {0X){08) , 



nur sind in diesem Fall unter {xs)^ (05), (j^^), (oa) die 
Langen der von a?, |, an die Kugelflachen gelegten Tangenten 
zu versteben , jede Tangente gerechnet von ihrem Ausgangs- 
punct bis zum Beriibrungspunct. 

JBeweis. — Da icb fur dfesen (bisber wobl nocb nicbt 
bemerkten) Satz einen rein geometrischen Beweis augenblick- 
licb nicbt zu geben vermag, so mag ein analytischer Beweis 
dieuen. Ist c [c^, Cj, C3] der Mittelpunct*), und JB der Radius 
^er Kugelflacbe 5, so gelten fiir die von [0, 0, 0] und 
von einem beliebigen Punct x [x^, X2, x^] an die Kugelflacbe 
s gelegten Tangenten To = (os) und T==.{xs) diePormeln: 

16. Tl = Sc] ^le =C'^B\ 

T^ = Jl(Xi - CiY — JJ2 = (72 _ U2 + X2 — 2i:ciXi. 

Zur Abkurzung mag namlicb gesetzt v^erden: 



und ferner: H == hT. 



19. ""^ iciixci . JJ. — i^J-0} 

WO i, [S,; I2J S3] ^^^ 2U X [a?!, x^i x^ correspondirende 
Punct sein soil. Zwiscben diesen beiden Puncten finden^ mit 
Riicksicbt auf (2.) und weil beide auf demselben von aus- 
gebenden Strabl liegen, die Relationen statt: 



XE = H^ und 5 = 4; 



*) Die in den eckigen Klammem enthaltenen Grdssen Bolleu die 
Coordinaten der betreffenden Puncte vorstellen , in Bezug auf irgend 
ein rechtwinkliges AxenBystem^ dessen Anfangspunct in liegt. 



82. 



Ueber die Methode der reciproken Badien. 359 

woraus mit Rucksicht auf (19.) sich ergiebt: 

= — = — und Xi = — =^ — . 21. 

Durch Substitution dieser Werthe in (17.) folgt mit Rucksicht 
auf (16.): 

= ^ j (£2 _ 2h''j:cili + h'G'') — h*iC^ - To")] , 
oder, mit abermaliger Riicksicht auf (16.): 

Die Formel (17.) verwandelt sich fiir T=0 in die Glei- 
chung der gegebenen Kugelflache s\ folglich muss die Formel 
(22.) fiir T = libergehen in die Gleichung der correspon- 
direnden Kugelflache 0, Somit erkennt maU; dass diese 
letztere Flache o dargestellt ist durch 

= i; (g, — FcO^ - {h-^Rf , 23. 

dass mithin die Coordinaten ihres Mittelpunctes und ihr 
Radius die Werthe besitzen: A^c, , K^c^^ h^c^ und h'^R. 
Hieraus ergiebt sich weiter fiir die von irgend einem Puncte 
I [Si, ^2; h] ^^ ^ gelegte Tangente T = (|<y) die Formel: 

Mit Riicksicht hierauf gewinnt die ftir zwei correspondirende 
Puncte X und g abgeleitete Formel (22.2 die Gestalt: 

Z2 = ^TS d. i. -^ = ^ , 25. 

d. i. mit Riicksicht auf^die fiir die Tarigenten eingefdhrte 
Bezeichnungsweise : 

(a?g) {0 8) 

Dies aber ist die erste der zu beweisenden Formeln (14.), (15.). 
Leicht erkennt man nun auch die Richtigkeit der iibrigen. 



26. 



n. 
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§ 8. 

Die Potentiale correspondirender Massensysteme anf 

correspondirende Puncte. 

Zwei Massenelemente besitzen correspondirende Lagen, 
wenn sie correspondirende Raumelemente erfullen, ebenso, 
wenn sie correspondirende Flachen- oder Linien-EIemenie 
einnehmen^ ebenso endlich^ wenn sie in correspondirenden 
Puncten concentrirt sind. Haben zwei Massenelemente m 
und /t correspondirende Lagen und entsprechen sie gleich- 
zeitig der Relation: 

so mogen sie kurzweg correspondirende Massenelemente heissen. 
Dabei sollen (om), (o/t) die Entfernungen der Elemeute vom 
Puncte 0, und K, K beliebig gegebene Constanten vor- 
stellen*). — Wir wollen nun ein aus irgend welchen Massen- 
elementen m, m^, Wj; . . . bestehendes System mit M, femer 
das aus den correspondirenden Eiementen f^, /^i, /^2; • - - ^- 
stehende System mit M bezeichnen, und die Potentiale dieser 
beiden Systeme auf correspondirende Puncte in Betracht ziehen. 



*) Man kann Linien-, Flachen- und i^aum-Elemente respective als 
Banmelemente erster, zweiter und dritter Dimension bezeichnen. Occn- 
piren nun die Massen m und jti zwei correspondirende Raumelemente 
n**' Dimension: ds^^^ und da^^\ und setzt man: 

wo D^**^ und A^"^ die betreffenden Dichtigkeiten vorstellen, so nimmt 
die Relation (27.) folgende Gestalt an: 

wo {as) und (oa) die Entfernungen der Elemente vom Puncte o bezeichnen. 
Diese Formel aber kann man, well [nach (9.)] 

ist, anch so schreiben: 

Sollen also die in zwei correspondirenden Baumelementen n**' Dimension 
enthaltenen Massen correspondirende Massen sein^ so miissen ihre 
Dichtigkeiten der vorstehenden Eelation (y.) entsprechen. 



28. 



29. 
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Bringt man die fiir zwei correspondirende Punctpaare 
Xy g und y, 7i gviltige Formel (4.): 

(xy) ^ . (6i?) 
y{ox)(oy) ^(o5)(oi7) 

auf die Puscte x, | und die Elemente m^ /t in Anwendung, 

so eigiebt sich: 

(xm) ^^ (6f*) 

Vloxj^mj y{o^)(Ofi) ' 
und hieraus folgt weiter durch Division von (27.), (29.): 

Summirt man endlich diese Gleichung fiber sammtliche Ele- 
mente der beiden Systeme, so entsteht die Formel: 

Kj/lfix) TF, = K J/Tof) Q^, 31. 

wo Wx = H r und Qfc = U T-^ die Potentiale der beiden 

Systeme reap, auf x und | vorstellen. Somit ergiebt sich 
folgender 

Fundamentalsatz. — Sind unter Zugrundehgung der 
Formel: 

M und M zwei einander correspondirende Massensysteme , so 
werden die von denselben auf correspondirende Puncte x und | 
ausgeiihten Potentiale Wx und Q^ in der Beziehung stehen: 

K yjftX) TTa, = K yjpl) Q$ . • 33. 

Uebrigens ist nach (2.): y(px){pi) =^H\ so dass man also 
die Formel (33.) auch so schreiben kann: 

KHWx = V.{ol)Q^, 88.» 

oder auch so: 

K{pX)Wx = \^HQ^. 83. b 

Beispiel. — Sind s und zwei correspondirende ge- 
schlossene Flachen, so gelten fur je zwei einander correspon- 
dirende Puncte s und <f dieser Flachen naeh (33. a, b) die 
Formeln: 

KHW,=^Y.(o0)Qay 34.» 

Kips)W,^KHQa. 34.b 



32. 
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Nimmt man ftir M die sogenannte natiirliche Belegung der 
Flache 5, so wird: 

Wg = Const. , 
also nach (34. a): 

Q Const'. 

was zu folgendem Satze fQhrt: 

Sind zwei correspondirende geschlossene Flachen gegeben, 
85. und ist die eine derselben mit Hirer natilrlichen Belegung 
hehaftety so wird die — nach Massgabe der Forrael (32.) — 
correspondirende Belegung"^) der andern Flache die Eigen- 
schaft haben, fiir alle Puncte dieser letztern dquipotential zu 
sein mit einer gewissen in o concentrirten Masse, — Durch 
diesen Satz wird die Aufgabe, die einem gegebenen Punct o 
entsprechende Green'sche Belegung**) einer gegebenen Flache 
zu ermittein, reducirt auf die Aufgabe, die natiirliche Be- 
legung der correspondirenden Flache zu finden. 

Zweites Beispiel. — Betrachtet man die mit dem Radius 
H um beschriebene Kugelflache (1.), und nimmt man fiir 
M eine ganz beliebige, im Allgemeinen also ungleichformige 
Belegung dieser Kugelflache, so wird, nach (32.), M identisch 
mit M sein, falls man der Einfachheit willen K=K setzt. 
Gleichzeitig wird alsdann nach (33.): 

/(^Tr, = ^(^Q^, 

wo X und g der Relation entsprechen (px)(oi) = JS^ . Somit 
ergiebt sich der Satz: 

Ist eine Kugelflache mit irgend welcher gleichformigen 
Oder ungleichformigen Massenbelegung behaftet, und sind 
X und i, zwei in Bezug auf diese Kugelflache conjugirte 
Puncte***), so werdeii die vonjener Belegung auf diese Puncte 
ausgeUbten Potentiale Wx und Q^ der Belation entsprechen: 

*) Bel den in Rede stehenden Belegungen warden die auf cor- 
respondirenden Elementen ds und da der beiden Fl§,chen ausgebreiteten 
Maseen m = Dd8 und fi = Ae2<r der Relation (32.) zu entsprechen 
haben. Folglich wird [vgl. die vorhergehende Note] zwischen den 
Dichtigkeiten D und A der beiden Belegungen die Beziehung stattzu- 
finden haben: 

JS:(08p2>«K(o<F)^A. 
**) Vgl. Seite 340' und 344. 
♦**) Vgl. die Note auf Seite 63. 
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V{OX)W^='l/{0^)Qr, 36. 

so dass man also das Potential der Belegung auf dus&ere 
Functe sofort anzugehen vermag, falls das Potential auf 
innere Functe bekannt ist, und umgekehrt. — Selbstver- 
standlich gilt dieser Satz auch daun^ wenn ein Theil der 
Eugelflache t^nbelegt ist^ also z. B. fiir die Belegung einer 
Kugelcalotte, 

Wiederaufnahme der Hauptuntersuchung. — Sind hy §y 
ebenso wie m, /* und Xy | correspondirende Puncte, so ist 
nach (28.): (hm) __ (Pft) 

y(ph){pm) ~ VWiW) ' 

{hx) ^ (PS) 
y{ob)iox) ^(o|J)(o5) • 

Multiplicirt man nun mit der ersten Relation die Formel (32.), - 
mit der zweiten die Formel (33.), so folgt: 



y(ob) (cm) y(o§) {0(i) 

^ {bx)w.= -^^^(H)Q^' 



yW) y(op) 

Setzt man daher K = Yiph) und K = /(o^); so gewiunt 
der Satz (32.), (33.) folgende Gestalt. 

Andere Form des Fundamentalsatzes, — Sind 
6//3 0wei einander correspondirende Puncte von unverander- 
licher Lage, und sind ferner^ unter Zugrunddegung der Formel: 



*) Erftilleu die Massen m und yk zwei correspondirende Raam* 
elemente n'«' Dimension ds^^^ und dc^^\ und setzt man 

wo D^**^ und A^**^ die betreffenden Dichtigkeiten vorstellen, so nimmt 
die in (37.) festgesetzte Relation folgende Gestalt an: * 

{ps) ipa) 

wo (&8), {p9) und 0<r), (oa) die Abstande der Elemente von den 
Puncten 6, o, resp. p, o vorstellen. Diese Formel aber kann, weil 
ds^^^ : ^0^"^= (05)'*:(oo)'* ist [vgl. (9.)] auch so geschrieben werden: 

(6s) (osr-^Z)^'*^ = (|J<F)(o<Fr-i A<«> . 
Sollen also die in zwei correspondirenden Maumelementen n^' Dimension 



e. 



M, M £K>fi tim/amdcr corre^omdiremde Ma^scmsftstemie^ so Harden 
die torn diesan SjfSUmen awf €orrt:spomdirtmdt Punde x, | aus- 
geSlden FciaUialt TT,. Qr in der BeziAmmg stektn: 

BeimpieL — Sind mitlim s und if zwei oorrespcmdireiide 
geecrhlossene FBcheny so wird fnr je zwei eorrespondirende 
Ptincie s and <^ dieeer Flicben die FonDel stattfinden: 

1st also TF. = z- , so wird SL = -=— . Mit anderen Worteu: 

Sind s. 6 nret correspondirende geschlosscne Flachaiy 
femer fc. fi rirei corrcspondirende Pumde von unverdndeHicher 
Lagty und ist irgend ein Mass^ns^em M bd'annt, u^chcs 
fur aUe Pitncie der Fldche s dquipoteniial ist mit einer in b 
eon/yenirirten Masse Eins, so wird das — nach Massgabe der 
Formel (37. ) — correspondirende Massens^em M in alien 
Puncten der Fldcke 6 dquipoieniial sein mit einer in fi con- 
eentrirten Masse Eins*). 

i^ Aufgabe. — Es sei X« ein beliebig gegebener Etaom mit 
der Grenzflaehe 5, femer M ein noch onbestimmtes Massen- 
system mit dem Potential W^ and es bandele sich darom, 



enihaUemeti Massen correspondirende Massen sein, so mussen ihre 
Diehtigkeiten in der vorstdtenden Bezidtung (f.) tidnen. 

*) BeschrSnkt man eich anf sokLe Massensjsteme, welche den ge- 
gebenen Fl^hen« ond • onmittelbar aofgelagert sind, so wird zwischen 
den in zwei correspondirenden Elementen ds ond </• dieter Flachen 
Torfaasdenen Diehtigkeiten D ond A die Relation stattfinden: 

ibs){os)D s= (fi€){o€)A [YgL die Torheigehende Note] ; 

so dass aUo in diesem Falle der Si&tz (39.) folgende besonders an- 
fichaoliche Gestalt gewinnt: 

Sind Sj tf zwei correspondirende gesMossene Flddien, femer 6, fi 
swei correspondirende Puncte von uncerdnderlicher Lage, und denkt 
man sick diese Fldehen der Art mit Masse hdegtj doss die Diehtig- 
keiten D und A an correspondirenden SteHen in der Beziehung stehen: 

(6«)(o«)l> = tfir)(o«)A, 

so wird, falls die cine Bdegung fur aUe Puncte der Fldche s dqui- 
potential ist^ mit einer in b concentrirten Masse Eins^ Analoges auch 
gelten fur die andere Bdegung wUt Bezug auf die Fldche e und den 
Punet fi. 



41. 



42. 
43. 
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dieses Massensystem ausserhalb %s resp. auf der Grenze von 
2, in solcber Weise zu fixiren, dass das Potential auf der 
Flacbe s mit daselbst vorgeschriehenen Werthen /i identisch 
werde, also der Bedingung entspreche: 

Mit Htilfe des vorhergehendeu Satzes (37.), (38.) kann 
man diese Aufgabe reduciren auf die analoge Aufgabe fiir 
den correspondirenden Raum ^a niit der Grenzflache 0. — 
Beziebt man namlicb die allgemeine Formel (38.) auf zwei 
correspondirende Puncte s und der beiden Begrenzungs- 
flacben s und 0, so erbalt man: 

also nacb (41): 

(6s)/; = (/5<r)Q„; 

woraus die Qa sicb berecbnen lassen. Denkt man sicb nun 
ein Massensystem M ausserhalb ^a resp. auf der Grenze von 
%a in solcber Weise bestimmt, dass das Potential dieses 
Systems auf der Flacbe die Wertbe Qa besitzt, so wird das 
diesem System — nacb Massgabe der Formel (37.) — cor- 
respolidirende System M das gesuchte sein. 

1st %a von der Form 21, und liegt o ausserhalb dieses 
Raumes %s oder 21, so wird oflFenbar %„ von der Form 3 
sein ; und es Jcann also die Behandlung eines Baumes 31 , ver- 
mittelst der eben exponirten Methode, auf die Behandlung eines u, 
andern Raumes von der Form 3 reducirt werden. Aucb 
kann in genau derselben Weise eine Reduction vom Raume 
21^"^ auf den Raum 3^**^ erzielt werden*). 

§ 9. 
Analoge BetracMungen in der Ebene. 

Wir woUen uns in der Ebene zwei correspondirende 
Massensysteme M und M "ausgebreitet denken, und die Lo- 
garitbmiscben Potentiale dieser Systeme auf correspondirende 
Puncte untersucben, indem wir dsihei unier correspondirenden 
Massenelementen m und ft solcbe versteben, welcbe cor- 



•) Die Bezeichnungen 91, 3 und Sl^"^ 3^**^ ^^^^ bier, "wie stets, in 
der zu Anfang festgesetzteu Bedeutung gebraucht; vgl. S. 30 und 23. 
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respondirende Lagen haben^ ausserdem aber der Relation ent- 
45. spreche^ m = ft . 

Sind X und | zwei correspondirende Puncte, so wird ebenso 
wie friiher (29.) : (^a:) ^ (^g) 

V{pm){6x) yjpWioi) 
folglich : 

WO Ta^, ebenso wie friiher, zur Abkiirzung steht fiir log.v-^-. 

Durch Multiplication von (45.), (46.) und Integration er- 
giebt sich: 

wo Wx = JdfnTmx und Q^==2JfiT^$ die Potentiale der 
beiden Systeme M und M auf die Puncte a; und | vorstellen, 
wahrend TFo und Qo die speciellen Werthe dieser Potentiale 
fiir den Punct o sind; ausserdem bezeichnet das in (47.) auf 
beiden Seiten vorkommende M die Gesammtmasse des Systems 
Jf; oder [was dasselbe, vgl. (45.)] die Gesammtmasse des 
Systems M. Dabei sei bemerkt, dass nach (2.) 

(ox) (o|) = (a m) {o(i) = E^ , 

48. mithin : Tox + To^ = Tom + To^ = - 21og iJ 

ist; woraus sofort folgt, dass die Potentialwerthe 

Wo = JlmTmo und Qo = i:fiTf,o 
in der Beziehung stehen: 

49. Wo + Qo=-2MlogH. 

Betrachtet man die Puncte x, § als variaiel^ alles Uebrige 
aber als constant, so kann man der Formel (47.) die ein- 
fachere Gestalt geben. 

50. {W.-^ MTo,) = (Q^ - i M Toi) + Const. ; 
und gelangt daher zu folgendem 

Fundamentalsatz. — Sind, unter Zugrundelegimg der 

51. Formel: m = ft, 

My M zwei einander correspondirende Massensysteme , so werden 
die von denselben auf correspondirende Puncte x, | ausgeubten 
Potentiale Wx, Q| in der Beziehung stehen: 

52. {Wx-^ MTox)= (Q^ - i MTo^) + Const. , 
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WO die mit Copst. hezdchnete Grosse von der Lage der Puncte 
X, I undbhdngig ist, und M die Gesammtmasse eines jeden 
der heiden Systeme iemchnet. — Mit Riicksicht auf (48.) 
kann man iibrigens diese fieziehung (52.) auch so schreiben: 

Tr^ = (Q^. — Jf To |) + Const'., 52. a 

Oder auch so: 

{W^ - JMToa:) = Qf + Const". 62.b 

BeispieL — Sind s und a zwei correspondirende ge- 
schlossene Curven, so gilt ftir je zwei einander correspon- 
dirende Puncte s und dieser Curven nach (52. a) die Re- 
lation: Ws = (Qa - MToa) + Const'., 5S. 

wo Const/ von Sy 6 unabhangig ist. Nimmt man nun fiir 
M die sogenanute natUrliche Belegung der Curve s, so wird: ' 

Ws = Const <i). , und Jf = 1 , *) • 

also nach (53.) : 

Qa = To a + Gonsti^K] 

wodurch man den Satz erhalt: 

Sind^ zwei correspondirende geschlossene Curven gegeben, 
und ist die eine derselben mit ihrer natUrlichen Belegung 
iehaftety so wird die — nach Massgabe der Formel (51.) — 54. 
correspondirende Belegung der andern Curve die Eigen- 
schaft hesitzeUy fur alle Functe dieser letztern, ahgesehen von 
einer additiven Constante, aquipotential zu sein mit einer in 
concentrirten Masse Eins, 

Zweites Beispiel. -~ Betrachtet man eine mit dem Radius 
H urn beschriebene Kreislinie [vgl. (1.)]; und nimmt man 
ftir M eine ganz beliebige, im AUgemeinen also ungleich- 
formige Belegung dieser Kreislinie, so wird nach (51.) M mit 
M identisch sein. Gleichzeitig wird alsdann nach (52. a) : 

TT^ = {Qt — MTo^) + Const. , 

wo X und 5 der Relation entsprechen: {ox){oi,) = -ff^. Somit 
ergiebt sich der Satz: 



*) Die Gesammtmasse der natiirlichen Belegung ist 8tets.=» 1. Vgl. 
die Definition dieser Belegung, Seite 85. — In den obigen Formeln 
sollen die den Const, beigeffigten Nummern, ebenso wie friiher die 
Accente, nur audeuten, dass die betreffenden Constanten von einander 
verschieden sind. 



67. 



368 Anhang. 

Isb eine Krdslinie mit irgend welcher gleichformigen 
Oder ungleichformigen MassenbeUgung hehaftet, tmd sind 
X und ^ zwei in Bezng auf diese Kreislinie conjugirte Funcfe, 
so werden die auf diese Functe von jener Belegting ausgeiibten 
Fotentiale Wx und Q^ in der Beziehung stehen: 

55. Wa: = (Q| — MTo^) + CoDSt. , 

wo die Const, von der Lage der Functe x, | unahhdngig ist, 
und M die Gesammtmasse der Belegung vorstelU, 

Wiederaufaahme der Hauptuntersuchung. — Sind hj /3, 
ebenso wie a;, 5 und m, ft correspondirende Puncte, so ist 
analog mit (46.) : 

66. Tbx — \ Tox — \ Tob = Tp^ — \ To^ — ^ Top . 

Multiplicirt man diese Pormel mit M, und subtrahirt man 
dieselbe sodann von (47.), so folgt: 

r (W,^MTbx)\ ^[ (Q|~MT^l)l 
t- i {Wo ~ MTbo)] 1- i (Qo - MTpo)] ' 
Betrachtet man also die Puncte x, § als varidbel, alles 
Uebrige aber als constant^ so gelangt man zu folgendem 
Resultat : 

Andere Form des Fundamentalsatzes. — Sind 
6, fi zwei einander correspondirende Functe von unverdnder- 
licher Lage, und sind fernery unter Zugrundelegung der Formel: 

58. m = ft, 

M, M zwei einander correspondirende Massensysteme, so werden 
die von densellen auf correspondirende Functe x, § ausge- 
iibten Fotentiale Wx, Q| in der Beziehung stehen: 

59. (Wx — MTtx) = (Qf - ilf^/9^) + Const., 

wo die Const, von der Lage der Functe x, | unabhdngig ist, 
und M die Gesammtmasse dnes jeden der beiden Systeme be- 
zeichnet. Dieser Satz (welcher fiir den Specialfall M = eine 
noch einfachere Gestalt annimmt) kann in ahnlicher Weise 
verwerthet werden wie der analoge Satz des Raumes (t37.), 
(38.i). So z. B. erkennt man, dass mit Hiilfe dieses Satzes 

60. die Behandlung eines Gehietes von der Form 21 auf die Be- 
Jiian'Uung eines andern Gebietes von der Form 3 reducirbar ist 
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